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а при v=±180° имеем уравнения двух окружностей радиуса (l1 - l2) 
�T= (�H �5F �H �6) �?�K�O(�Q), 
�U= (�H �5 F �H �6) �O�E�J(�Q), 
 �V= �2�R                             

 
 

(9) 
 

Модели V-поверхности и ее криминантных линий показаны на рисунке 7. 
Из рисунков 6 и 7, а также полученных аналитических зависимостей, следует, что рабочее 

пространство манипулятора представляет собой два диска, границами которого являются две 
окружности радиусов (l1 - l2) и (l1+l2). Если в известных литературных источниках такие диски 
представлены некоторыми облаками точек, то из полученных выше результатов следует, что это 
два семейства однопараметрических окружностей. Для U-поверхности – эксцентрических, а для 
V-поверхности – концентрических. 

 
Рисунок 7 - Криминантные линии на V-поверхности; 1 – окружность при v=180°, 2 – 

окружность при v=0°, 3 – окружность при v=-180° 

4. Результаты экспериментов 

Как известно, в промышленных манипуляторах обобщенные координаты изменяются в 
определенных диапазонах. Изложенные выше результаты позволяют получать и анализировать 
компьютерные модели при задании необходимых границ изменения независимых параметров в 
автоматизированном режиме. Так, по разработанным алгоритмам и программам получены  
модели рабочего пространства манипулятора при изменении параметров u и v: -30°≤ u≤30°,  
-160°≤v≤160°. Эти модели показаны на рисунках 8-12. В процессе моделирования в начале в 
диалоговом окне задаются параметры манипулятора (рисунок 8а). Затем следует выбрать вид 
модели поверхности: U или V - поверхности. На рисунке 8б представлены проекции 3D модели 
U – поверхности. Для подтверждения достоверности полученных результатов на рисунке 8в 
приведены границы модели рабочего пространства манипулятора, известных из [2],  для тех же 
значений обобщенных координат. Сравнивая известный результат с выполненным в настоящей 
работе, получаем, что границы рабочего пространства совпадают в обоих решениях. При этом 
3D модель обладает существенной информативностью. Некоторые другие преимущества такого 
моделирования представлены на иллюстрациях, приведенных ниже. 

Рисунки 9 и 10 визуализируют 3D-модели и U-поверхности и V-поверхности, 
соответственно, а также границы этих поверхностей. Рабочее пространство ограничено 
криминантными линиями поз. 4 и линиями, определяющими границы обобщенных координат 
поз. 1, 2, 3, 5. 
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                         а)                                                       б)                                       в) 
а) диалоговое окно программы для ввода данных; б) проекции 3D модели U – поверхности 

(результат выполнения программы); в) границы рабочего пространства [2] 

Рисунок 8 – Моделирование рабочего пространство манипулятора;               

 
Рисунок 9 – Рабочее пространство манипулятора при: -30°≤ u≤30°,-160°≤v≤160°; длины 

звеньев одинаковые;  1 - u=-30°, 2 - u=30°, 3 - v=160°, 4 - v=0°, 5 – v=-160° 

На рисунке 11 показаны совмещенные 3D - модели U- и V- поверхностей, а также показаны 
границы дискриминант этих поверхностей. Из рисунка следует, что горизонтальные проекции 
линий этих поверхностей совпадают и представляют собой стыкованные дуги окружностей, что 
подтверждается исследованиями, приведенными в работе [2]. Фронтальные проекции этих 
линий не сопадают, так как находятся на различных поверхностях. 

 
Рисунок 10 - Рабочее пространство манипулятора при: -30°≤ u≤30°, -160°≤v≤160°; длины 

звеньев одинаковые; 1 - u=-30°, 2 - u=30°, 3 - v=-160°, 4 - v=0°, 5 - v=160° 
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Рисунок 11 - Рабочее пространство манипулятора для: -30°≤ u≤30°, -160°≤v≤160°; длины 

звеньев одинаковые; U- и V-поверхность совмещены 

Принципиальным отличием полученных результатов от известных заключается в том, 
разработанные алгоритмы и программы позволяют решать и обратную задачу кинематики. 
Определение обобщенных координат (углов поворота звеньев) манипулятора по известным 
координатам (x, y) точки центра схвата, иллюстрируется рисунком 12. Так, задав точку центра 
схвата с координатами (x, y) на горизонтальных проекциях U- и V – поверхностей, на 
фронтальных проекциях этих поверхностей определяем обобщенные координаты u и v. И 
наоборот, зная (u, v), можно определить (x, y). Следует отметить, что для некоторых фрагментов 
поверхностей существует два решения (u, v) для одной и той же точки (x, y). Для иллюстрации 
таких возможностей ниже приводится несколько примеров. 

 
Рисунок 12 – Определение обобщенных координат (u, v) на U- и V-поверхностях 

На горизонтальной проекции моделей U- и V-поверхностей задав точку 1 (рисунок 12) с 
координатами (x, y)=(5,-5), получим на U- и V-поверхностях третью кординату z(u)=0,  
z(v)=-3.14, или u=0° и v=-900.  

Аналогично определяются координаты точки 2, у которой (x, y)=(9.5,0.1), эта точка находится 
в области, где ей соответствуют две пары обобщенных координат: z(u)=0.649 и z(v)=1.256; 
z(u)=0.6071 и z(v)=-1.256. Для первой конфигурации на U-поверхности точка 2 имеет 
координаты (9.5,0.1,0.649), а на V-поверхности – (9.5,0.1,1.256); для второй конфигурации на U-
поверхности - (9.5,0.1,0.6071); на V-поверхности - (9.5,0.1,-1.256). 
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5. Выводы и заключение  

Выполненные исследования U и V – поверхностей, полученных отображением двух семейств 
кривых на плоскости в пространство и определяющих облако точек, задающих положение 
центра схвата двухмерного манипулятора, позволили получить ряд новых результатов. Так, 
установлено, что границами рабочего пространства механизма, являются дискриминанты U и V 
– поверхностей. Проведенный анализ этих поверхностей и их дискриминант предоставили 
возможность разработки алгоритмов и программ автоматизированного моделирования рабочего 
пространства манипулятора. Принципиальным отличием полученных результатов от известных 
является то, что предложенные алгоритмы и программы выполняют решение как прямой, так и 
обратной задачи кинематики данного механизма. Все этапы моделирования выполняются с 
необходимой точностью и визуализированы. 
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