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пополам [6-8]. Таким образом четвертая вершина параллелограмма определена в точечном 
исчислении, как сумма двух смежных вершин минус противоположная вершина. Далее 
применяется метод подвижного симплекса [9-12], который является обобщением 
кинематического метода моделирования геометрических объектов на многомерное 
пространство в точечном исчислении.  

В большинстве случаев алгоритм операции сводится к поиску опорных точек подвижного 
симплекса через координаты точек исходного симплекса, после чего находятся все 
характерные точки эскиза, движение которого заполняет пространство геометрического 
тела. 

В общем виде этот алгоритм можно представить следующим образом: 
1. Выбор пространственного симплекса 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝐶 (рисунок 1) таким образом, чтобы все точки 
плоского симплекса 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 принадлежали плоскому контуру, подлежащему выдавливанию, а 
точка 𝐶𝐶 находилась от плоского симплекса 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 на расстоянии, соответствующем высоте 
выдавливания. 
2. Определение точек 𝐴𝐴1 и 𝐶𝐶1 по правилу параллелограмма (𝐴𝐴1 = 𝐶𝐶 + 𝐴𝐴 − 𝐴𝐴 и 
3. 𝐶𝐶1 = 𝐶𝐶 + 𝐶𝐶 − 𝐴𝐴) 
4. Определение текущих точек 𝑃𝑃,𝑄𝑄,𝑅𝑅 на прямых 𝐴𝐴𝐶𝐶, 𝐴𝐴𝐴𝐴1 и 𝐶𝐶𝐶𝐶1 соответственно. 
5. Определение всех точек эскиза контура выдавливания в подвижном симплексе 𝑃𝑃𝑄𝑄𝑅𝑅. 
6. Заполнение точками контура эскиза. 
7. Получение системы параметрических уравнений после подстановки всех найденных 
точек. 

 
Рисунок 1 − Пространственный симплекс 

 
Таким образом, наибольшую сложность при реализации приведенного алгоритма и 

получения конечных параметрических уравнений представляет корректное определение 
контура выдавливания через точки плоского симплекса. Случай, когда выдавливание 
происходит под углом, также рассмотрен в [5] и существенного влияния на сложность алгоритма 
не оказывает.  

3. Формообразующая операция вращения 

Рассмотрим формообразующую операцию вращения на основанные полуциклоиды. Сначала 
определим полуциклоиду в точечном исчислении. 

𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴– прямоугольный симплекс (рисунок 2), 𝐹𝐹𝐹𝐹 = 𝑟𝑟– радиус образующей окружности, 𝐴𝐴𝐶𝐶 =
2𝑟𝑟, 𝐴𝐴𝐶𝐶 = 𝜋𝜋𝑟𝑟, 𝜑𝜑– параметр, 𝑀𝑀𝑀𝑀– касательная, 𝑀𝑀𝐹𝐹– нормаль, 𝐴𝐴𝐹𝐹 =  𝜑𝜑𝑟𝑟, 𝜃𝜃 =  𝜑𝜑

2
 

Находим (рисунок 2):  
𝐶𝐶𝐶𝐶
𝐶𝐶𝐶𝐶

= 𝐶𝐶𝐶𝐶+𝐶𝐶𝐶𝐶
𝐶𝐶𝐶𝐶

= 𝐶𝐶𝐶𝐶−𝐶𝐶𝐶𝐶+𝑟𝑟 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑
𝐶𝐶𝐶𝐶

= 𝜋𝜋𝑟𝑟−𝜑𝜑𝑟𝑟+𝑟𝑟 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑
𝜋𝜋𝑟𝑟

= 𝜋𝜋−𝜑𝜑+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑
𝜋𝜋

. 
𝐶𝐶−𝐶𝐶
𝐶𝐶−𝐶𝐶

= 𝜋𝜋−𝜑𝜑+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑
𝜋𝜋

⇒ 𝑄𝑄 = (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶) 𝜋𝜋−𝜑𝜑+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑
𝜋𝜋

+ 𝐶𝐶. 
𝐶𝐶𝐶𝐶
𝐶𝐶𝐶𝐶

= 𝜋𝜋𝑟𝑟−𝜑𝜑𝑟𝑟+𝑟𝑟 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑
𝜋𝜋𝑟𝑟

= 𝜋𝜋−𝜑𝜑+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑
𝜋𝜋

. 
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Рисунок 2 − Геометрическая схема полуциклоиды 
 

Откуда имеем: 𝑄𝑄 = (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶) 𝜋𝜋−𝜑𝜑+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑
𝜋𝜋

+ 𝐶𝐶. 
Аналогично находим: 

𝐶𝐶𝐶𝐶
𝐶𝐶𝐶𝐶

= 𝑟𝑟−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑
2𝑟𝑟

→ 𝑃𝑃 = (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶) 𝑟𝑟−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑
2𝑟𝑟

+ 𝐶𝐶. 
𝐶𝐶𝐶𝐶
𝐶𝐶𝐶𝐶

= 𝐶𝐶𝐶𝐶−𝐶𝐶𝐶𝐶
𝐶𝐶𝐶𝐶

= 𝑟𝑟−𝑟𝑟 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑
2𝑟𝑟

= 1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑
2

. 
𝐶𝐶−𝐶𝐶
𝐶𝐶−𝐶𝐶

= 1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑
2

⇒ 𝑃𝑃 = (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶) 1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑
2

+ 𝐶𝐶. 
Точечное уравнение полуциклоиды имеет вид (визуализация представлена на рисунок 3а): 

𝑀𝑀 = 𝑃𝑃 + 𝑄𝑄 − 𝐶𝐶 = (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶)
1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜑𝜑

2
+ 𝐶𝐶 + (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶)

𝜋𝜋 − 𝜑𝜑 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜑𝜑
𝜋𝜋

+ 𝐶𝐶 − 𝐶𝐶 = 

= (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶)
1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜑𝜑

2
+ (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶)

𝜋𝜋 − 𝜑𝜑 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜑𝜑
𝜋𝜋

+ 𝐶𝐶 = 

= (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶)
1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜃𝜃

2
+ (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶)

𝜋𝜋 − 2𝜃𝜃 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜃𝜃
𝜋𝜋

+ 𝐶𝐶, 

   
 
(1) 

где 0 ≤ 𝜑𝜑 ≤ 𝜋𝜋. 
Для вогнутой кривой уравнение полуциклоиды примет следующий вид (визуализация 

представлена на рисунок 3б): 

𝑀𝑀 = (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶)
𝜑𝜑 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑

𝜋𝜋
+ (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶)

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜑𝜑
2

+ 𝐶𝐶, (2) 

где 0 ≤ 𝜑𝜑 ≤ 𝜋𝜋. 
 

 
   а)      б) 

Рисунок 3 − Визуализация дуги полуциклоиды 
 

Теперь определим поверхность вращения полуциклоиды на основании уравнения (2) в общем 
виде. Для этого необходимо определить в пространственном симплексе 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝐶 (рисунок 4) точки 
𝐹𝐹,𝑀𝑀,𝑄𝑄 и в полученном симплексе 𝐹𝐹𝑀𝑀𝑄𝑄 задать полукциклоиду.  

Зададим направляющие эллиптические кривые 𝐴𝐴𝑄𝑄𝐴𝐴 и 𝐴𝐴1𝑀𝑀𝐴𝐴1 следующими точечными 
уравнениями: 

𝑄𝑄 = (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜆𝜆 + (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶) 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜆𝜆 + 𝐶𝐶, 
𝑀𝑀 = (𝐴𝐴1 − 𝐶𝐶) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜆𝜆 + (𝐴𝐴1 − 𝐶𝐶) 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜆𝜆 + 𝐶𝐶, 

(3) 
(4) 

где 𝜆𝜆 – текущий угловой параметр точечного уравнения, который изменяется от 0 до 2π. 
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Рисунок 4 − Геометрическая схема поверхности вращения с образующей полуциклоидой 

 
Определим точку 𝐹𝐹 как четвертую точку параллелограмма 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑀𝑀𝐹𝐹, после чего подставим в 

полученное выражение уравнения (3) и (4): 
𝐹𝐹 = 𝐶𝐶 + 𝑀𝑀 − 𝐶𝐶. 

↓ 
𝐹𝐹 = (𝐴𝐴1 − 𝐶𝐶) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜆𝜆 + (𝐴𝐴1 − 𝐶𝐶) 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜆𝜆 + 𝐶𝐶, 

 
(5) 

где 0 ≤ 𝜆𝜆 ≤ 2𝜋𝜋 – угловой параметр. 
Запишем уравнение полуциклоиды (2) в симплексе 𝑀𝑀𝑄𝑄𝐹𝐹: 

𝑁𝑁 = (𝑄𝑄 −𝐹𝐹)
𝜑𝜑 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑

𝜋𝜋
+ (𝑀𝑀 − 𝐹𝐹)

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜑𝜑
2

+ 𝐹𝐹, (6) 

где 0 ≤ 𝜑𝜑 ≤ 𝜋𝜋 – угловой параметр. 
Если подставить (3), (4) и (5) в (6), то получится уравнение поверхности вращения 

полуциклоиды вокруг оси 𝐶𝐶𝐶𝐶. Но приводить его в рамках статьи нет смысла, так как оно 
достаточно громоздкое. Результат работы этого уравнения можно увидеть на рис.5. 

Частные случаи поверхности вращения (6) для вогнутой и выпуклой кривой с нулевым 
радиусом верхней окружности можно записать следующим образом (на основании уравнений 1 
и 2): 

𝑁𝑁 = (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜆𝜆 1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝜃𝜃
2

+ (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶) s𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜆𝜆 1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 2𝜃𝜃
2

+ (𝐶𝐶 − 𝐶𝐶) 𝜋𝜋−2𝜃𝜃+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜃𝜃
𝜋𝜋

+ 𝐶𝐶, 

𝑁𝑁 = (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜆𝜆
𝜑𝜑 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑

𝜋𝜋
+ (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶) s𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜆𝜆

𝜑𝜑 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑
𝜋𝜋

+ (𝐶𝐶 − 𝐶𝐶)
1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜑𝜑

2
+ 𝐶𝐶, 

 

где 0 ≤ 𝜃𝜃 ≤ 𝜋𝜋
2
, 0 ≤ 𝜆𝜆 ≤ 2𝜋𝜋, 0 ≤ 𝜑𝜑 ≤ 𝜋𝜋 – угловые параметры. 

Примеры визуализации этих поверхностей можно представить на рисунках 6а и 6б. 
Теперь необходимо получить уравнение тела вращения полуциклоиды. Для этого следует 

определить текущую точку 𝑀𝑀 прямой 𝑅𝑅𝑁𝑁 (рисунок 4), соединяющей текущую точку 
поверхности с осью вращения. Эта точка при своем движении будет заполнять внутреннюю 
часть тела вращения. Точка 𝑁𝑁 уже определена в (6). По правилу параллелограмма: 

𝑅𝑅 = 𝐶𝐶 + 𝑁𝑁 − 𝑃𝑃, (7) 
где 𝑃𝑃- проекция текущей точки 𝑁𝑁 на радиус нижнего основания 𝑄𝑄𝐶𝐶. Отсюда: 

𝑃𝑃 = (𝑀𝑀 − 𝐹𝐹) 1+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑
2

. (8) 

Подставляя (6) и (8) в (7), получим: 
𝑅𝑅 = 𝐶𝐶 + 𝑁𝑁 − 𝑃𝑃 = 𝐶𝐶 + (𝑄𝑄 − 𝐹𝐹)𝜑𝜑−𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑

𝜋𝜋
+ 𝐹𝐹. (9) 

Точка 𝑀𝑀 на прямой 𝑅𝑅𝑁𝑁 определяется как: 
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𝑀𝑀 = 𝑅𝑅�̄�𝑤 + 𝑁𝑁𝑤𝑤 = �𝐶𝐶 + (𝑄𝑄 − 𝐹𝐹)
𝜑𝜑 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑

𝜋𝜋
+ 𝐹𝐹� �̄�𝑤 + 

+�(𝑄𝑄 − 𝐹𝐹)
𝜑𝜑 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑

𝜋𝜋
+ (𝑀𝑀 − 𝐹𝐹)

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜑𝜑
2 �𝑤𝑤 + 𝐹𝐹 = 

= 𝐶𝐶�̄�𝑤 + (𝑄𝑄 − 𝐹𝐹)
𝜑𝜑 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑

𝜋𝜋
+ (𝑀𝑀 − 𝐹𝐹)𝑤𝑤

1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜑𝜑
2

+ 𝐹𝐹, 

 
 
(10) 

где 0 ≤ 𝜑𝜑 ≤ 𝜋𝜋, а точки 𝑄𝑄,𝑀𝑀,𝐹𝐹 были определены ранее в (3), (4) и (5) соответственно. 
 

 
Рисунок 5 − Визуализация поверхностей вращения с образующей полуциклоидой 
 

 
а)      б) 

Рисунок 6 − Визуализация частных случаев поверхности вращения 
 
Уравнение (10) описывает тело вращения с образующей полуциклоидой, полностью 

заполненного точками. Вариант построения тела со стенкой заданной толщины был подробно 
изложен в [12].  

Также следует привести общий алгоритм построения тела вращения в точечном исчислении 
(см. геометрическую схему на рисунке 4): 

1. Определение пространственного симплекса 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝐶 таким образом, чтобы точки 𝐶𝐶 и 𝐶𝐶 
совпадали с центрами направляющих эллиптических кривых тела вращения (параметры 
направляющих будут зависеть от формы и размеров образующего контура). 
2. Определение направляющих эллиптических кривых в двухмерных симплексах 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐴𝐴 и 
𝐴𝐴1𝐶𝐶𝐴𝐴1 (точки 𝐴𝐴1 и 𝐴𝐴1 легко найти, зная соотношение между двумя эллиптическими 
направляющими).  
3. Нахождение точки 𝐹𝐹 как четвертой точки параллелограмма 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑀𝑀𝐹𝐹 с последующей 
подстановкой в уравнение текущих точек направляющих кривых из пункта 2. 
4. Таким образом, получаем все точки подвижного симплекса 𝑀𝑀𝑄𝑄𝐹𝐹. 
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5. Построение в симплексе 𝑀𝑀𝑄𝑄𝐹𝐹 образующей. В качестве образующей можно использовать 
любую кривую или замкнутый контур. 
6. Заполнение тела вращения точками при помощи текущей точки 𝑀𝑀 прямой 𝑅𝑅𝑁𝑁, которая 
соединяет текущую точку поверхности вращения из пункта 5 с осью вращения 𝐶𝐶𝐶𝐶.  

4. Формообразующая кинематическая операция 

Формообразующая кинематическая операция с криволинейной направляющей была 
подробно рассмотрена в [12] на примере построения каналовой поверхности. Алгоритм 
построения таких поверхностей сводится к определению касательных к направляющей в ее 
текущей точке, построению нормалей и бинормалей. На основании полученных бинормалей 
становится возможным получения симплекса в текущей точке направляющей кривой, что дает 
возможность строить образующие для моделируемой поверхности, в качестве которых могут 
быть использованы любые плоские замкнутые линии (рисунок 7). 

В общем виде этот алгоритм можно представить следующим образом: 
1. Определение направляющей кривой 𝐴𝐴𝑁𝑁𝐴𝐴 в симплексе 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝐶, параметризованной при 
помощи трех любых непрерывных и дифференцируемых функций 𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑟𝑟, зависящих от 
параметра 𝑢𝑢 (изменяется от 0 до 1). 

𝑁𝑁 = (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶)𝑝𝑝 + (𝐴𝐴 − 𝐶𝐶)𝑞𝑞 + (𝐶𝐶 − 𝐶𝐶)𝑟𝑟 + 𝐶𝐶, 
 

 

Рисунок 7 – Геометрическая схема формообразующей кинематической операции 
 
2. Определение касательной 𝑁𝑁𝑃𝑃 кривой 𝐴𝐴𝑁𝑁𝐴𝐴 при помощи производной кривой [7,13] 
(дифференцирование функций производится по параметру 𝑢𝑢). 
3. 𝑃𝑃 = 𝑁𝑁 + �̇�𝑁. 
4. Задание точки 𝑁𝑁1 на прямой 𝐶𝐶𝐶𝐶 при помощи параметра 𝑡𝑡. 
5. 𝑁𝑁1 = (𝐶𝐶 − 𝐶𝐶)𝑡𝑡 + 𝐶𝐶. 
6. Определение параметра 𝑡𝑡 из условия, что ∠𝑁𝑁1𝑁𝑁𝑃𝑃 = 90° при помощи метрического 
оператора трех точек [2] 𝛴𝛴𝑁𝑁1𝐶𝐶

𝑁𝑁 = 0. 
7. Подстановка найденного значения параметра 𝑡𝑡 в уравнение точки 𝑁𝑁1 и получение 
плоского подвижного симплекса 𝑁𝑁1𝑁𝑁𝑃𝑃 (𝑅𝑅 −текущая точка 𝑁𝑁1𝑁𝑁). 
8. Определение точки 𝑁𝑁2 как точки выхода из плоскости 𝑁𝑁1𝑁𝑁𝑃𝑃 [2] (𝑄𝑄 −текущая точка 𝑁𝑁2𝑁𝑁). 
Формирование бинормали 𝑁𝑁2𝑁𝑁. В итоге получаем все точки пространственного подвижного 
симплекса 𝑄𝑄𝑅𝑅𝑃𝑃𝑁𝑁. 
9. Выполнить построение образующей в пространственном подвижном симплексе 𝑄𝑄𝑅𝑅𝑃𝑃𝑁𝑁, 
в качестве чего могут быть использованы любые плоские замкнутые линии, которые можно 
моделировать различными методами [14-16]. 

5. Заключение 

Данная работа продолжает цикл работ [8,12,17], посвященных развитию аппарата 
геометрического твердотельного моделирования в точечном исчислении. Реализация такого 
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подхода в компьютерных системах проектирования может существенно расширить их 
возможности за счет преимуществ, которыми обладает точечное исчисление при компьютерной 
реализации, одним из которых является использование покоординатного расчёта в точечном 
исчислении. Это свойство открывает возможность автоматически распараллеливать расчёты 
всех координат точек, причем вычислительная нагрузка между потоками будет примерно 
одинаковой за счет идентичности уравнений для всех координатных осей. 

Получен расчетный алгоритм построения поверхности вращения и тела вращения с 
образующей полуциклоидой в различных параметризация, приведены примеры визуализации 
полученных объектов. Это расширяет базу кривых и поверхностей, реализованных точечном 
исчислении, и позволяет в дальнейшем продолжить работу с этой кривой, которая обладает 
достаточно интересными геометрическими и физическими свойствами. В общем виде 
представлены алгоритмы построения твердотельных моделей при помощи кинематической 
формообразующей операции и операций выдавливания и вращения.  

Таким образом, ставится цель получения полноценного математического аппарата создания 
твердотельных моделей, учитывающих внутренние геометрические особенности 
моделируемого объекта. Работа в этом направлении будет продолжена и в ближайшей 
перспективе будет реализована последняя из формообразующих операций – операция по 
сечениям.  
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