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В работе предлагается способ построения прямолинейного скелета для сложных замкнутых контуров
описанных с помощью математического аппарата R-функций. Рассматривается принцип построения М-
образов и способы заполнения функционального пространства. Проводится сравнительный анализ клас-
сического способа построения прямолинейного скелета с предложенным в работе. Предложен метод по-
строения диаграммы Вороного средствами функционально-воксельного моделирования.
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1. Введение

Рассматриваемый в статье подход построения пря-
молинейного скелета и диаграммы Вороного яв-
ляется продолжением целого ряда работ, посвя-
щенных применению функционально-воксельного
моделирования (ФВМ) в решение прикладных за-
дач, таких как задачи поиска пути [1], математи-
ческого моделирования[2], вычисление интеграль-
ных значений [3], оптимизации[4] и т.д. Основой
ФВМ является принцип организации данных, со-
четающий аналитическую форму описания модели
3D-сцены с воксельным представлением ее локаль-
ных геометрических характеристик. Такой подход
позволяет получать для исследования дифферен-
циальные и интегральные характеристики в точках
функциональной области.

Метод анализа формы плоского объекта на осно-
ве построения его геометрического скелета широко
применяется в обработке изображений, распознава-
нии образов, геометрическом моделировании и ви-
зуализации [5]. Геометрический скелет фигуры свя-
зан с такими понятиями как срединная ось и пря-
молинейный скелет. Срединная ось была предложе-
на в работе Гарри Блюма (Harry Blum) [6], как спо-
соб эффективного описания геометрической струк-
туры объекта. Построение срединных осей сводит-
ся к представлению множества внутренних точек
фигуры, каждая из которых имеет, по меньшей ме-
ре, две ближайшие граничные точки (рис.1а). Каж-
дая точка срединной оси фигуры является центром
вписанного в фигуру круга, т.е. круга, все внутрен-
ние точки которого лежат внутри фигуры.

Понятие прямолинейного скелета было пред-
ложено в работах [8,9] Освина Айхгольцера
(Oswin Aichholzer) и Франца Ауренхаммера (Franz
Aurenhammer), построение которого происходит в
результате параллельного движения всех ребер с
постоянной скоростью (рис.1б).
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Рис. 1: Геометрические скелеты невыпуклого кон-
тура [7]

2. Использование М-образов

Предложенный в работе способ определения пря-
молинейного скелета, базируется на использование
так называемых Мобразов, являющихся основным
инструментом ФВМ. Сам по себе М-образ пред-
ставляет собой модель, отражающую локальную
геометрическую характеристику исследуемой по-
верхности как определенное геометрическое свой-
ство. В работе[10] подробно описан принцип вы-
числения локальных геометрических характери-
стик рельефа. Для этого линейно аппроксимиру-
ется поверхность выбранной функции 𝑤1, где каж-
дой точке пространства сцены соответствует урав-
нение плоскости 𝐴𝑖𝑥 + 𝐵𝑖𝑦 + 𝐶𝑖𝑤 + 𝐷𝑖 = 0. По-
высив размерность нормали к площадке на одно
измерение, получим уравнение 𝐴𝑖𝑥 + 𝐵𝑖𝑦 + 𝐶𝑖𝑤 +
+ 𝐷𝑖𝑡 = 0. В результате имеем четыре локальных
геометрических характеристики, т.е. компоненты
нормали (𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖, 𝐷𝑖) для каждой из точек функ-
циональной области 𝑤1 [1]. Воксельное представле-
ние ФВМ-модели предполагает монохромное отоб-
ражение для каждой локальной характеристики,
которую можно представить нормированием и при-
ведением в соответствие значению градации цвето-
вой палитры 𝑃 . Рассмотрим возможность порож-
дения образа 𝑥 как результат двухкомпонентного
нормирования вектора нормали в плоскости 𝑥𝑂𝑦:
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Рис. 2: Порожденные М-образы

𝐶𝑥 = (
𝐴

√
𝐴2 +𝐵2

+ 1) · 𝑃/2 (1)

где: 𝑃 – градация интенсивности тона палитры. На
М-образах (рис.2) визуально прослеживается экс-
тремум функции в центральной точке преломле-
ния света. Данные образы несут дополнительную
специфическую информацию и позволяют решать
определенный класс задач.

3. Способы заполнения функциональ-
ного пространства

Для аналитического построения замкнутых кон-
туров сложной формы в ФВМ используется ма-
тематический аппарат R-функций (RFM). Фунда-
ментальные основы этого направления были за-
ложены В.Л Рвачевым в трудах [11], в которых
R-функции были выделены, как отдельный класс
задач, посвященных геометрии пространства. Тео-
рия R-функций позволила решить обратную за-
дачу аналитической геометрии: построение урав-
нения для заданного геометрического объекта[12].
Это открывает для нас возможность создавать
сложные геометрические объекты, с сохранением
главного условия: ноль на границе, положительные
значения внутри функциональной области, а отри-
цательные снаружи [10].
Применение RFM позволяет без труда стро-
ить и комбинировать сложные функционально-
воксельные геометрические модели [13]. Самой пер-
вой и наиболее распростран.нной в геометриче-
ском моделировании функционального простран-
ства является система R-функций, состоящая из
трех уравнений:

где: 𝑓1 и 𝑓2 – функции, определяющие исходные
геометрические объекты. В представленной систе-
ме Rфункций (2) особое место занимает коэф-
фициент 𝛼(𝑓1, 𝑓2), принимающий значения −1 6
𝛼(𝑓1, 𝑓2) 6 1 и влияющий на способ заполнения

функционального пространства. При 𝛼 = 0 систе-
ма R-функций приобретает частный случай и по-
ведение рельефа функции отвечает квадратичному
закону (рис. 3).

Рис. 3: Функциональное пространство при 𝛼 = 0

Рис. 4: Изменение поведения коэффициента 𝛼

Рассмотрим способы заполнения функционального
пространства за счет изменения коэффициента 𝛼,
для сложного не выпуклого контура. Квадратич-
ный случай (рис. 3) позволяет получить единствен-
ный экстремум на положительной области конту-
ра. Увеличение коэффициента приводит к появле-
нию новых не дифференцируемых точек на поло-
жительной области (рис. 4.). Помимо этого, сам
способ заполнения функционального пространства
начинает стремится к линейному закону, что ха-
рактерно видно, когда 𝛼 приближается к единице
(рис. 4в). А в случае 𝛼 = 1 система R-функций (2)
приобретает другой частный случай:

Заполнение функционального пространства на М-
образе, полученном на основе R-операций систе-
мы (3), отвечает линейному закону (рис. 5.). Дан-
ный образ представляет наибольший интерес, по-
скольку ребра R-функции являются прямолиней-
ным скелетом.
Способ формирования прямолинейного скелета на
основе Rфункционального описания контура уже
был предложен в работах [14-15]. Авторы представ-
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ляют способ получения Rфункции для замкнуто-
го не выпуклого контура, с помощью набора полу-
пространств, выраженных в неявном виде. Для по-
лучения прямолинейного скелета выделяются реб-
ра наибольшей интенсивности на приблизительной
функции расстояния, полученной на основе систе-
мы уравнений (3). Полученные ребра проецируется
на плоскость многоугольника т.е. по сути опреде-
ляются не дифференцируемые точки R-функции.
Полученная по приближенной функции расстоя-
ния модель не имеет четко выраженных хребтов
и лощин, поэтому в работах [14-15] применяется
конечно-разностная аппроксимация Лапласа для
выделения ребер скелета.

Рис. 5: Функциональное пространство при 𝛼 = 1

Рис. 6: Построение прямолинейного скелета[16]

4. Прямолинейный скелет на основе М-
образа
Один из самых распростран.нных способов по-
строения прямолинейного скелета основывается на
движении всех ребер с постоянной скоростью па-
раллельно самим себе (Рис. 6а). Сжатие вершин
многоугольника, приводит к объединению угловых
бисекторов, определяющий прямолинейный скелет
(Рис. 6б).
Использование ФВМ принципиально отличается от
классических способов получения прямолинейного
скелета. Графический образ полученный на основе
функции расстояния для системы R-функций (Рис.

7а), позволяет визуально выделять линии прямо-
линейного скелета, аналогично с рассмотренными
ранее работами [14-15]. Однако для компьютера
определение вершин затруднительно, и как было
сказано ранее требует дополнительных численных
преобразований. Использование порожденных М-
образов, позволяет получать прямолинейный ске-
лет без дополнительных алгоритмов распознава-
ния ребер (Рис. 7б). В таком случае, определение
скелета для компьютера заключается в распознава-
нии разности значений палитры в соседних точках.

Рис. 7: Скелеты полученные на основе М-образов

5. Диаграмма вороного на основе М-
образов

Помимо этого, использование ФВМ позволяет
строить диаграмму Вороного, являющаяся разби-
ением плоскости для конечного множества точек,
при котором каждая область разбиения образует
множество точек, более близких к одному из эле-
ментов множества 𝑆, чем к любому другому эле-
менту множества.

Рис. 8: Построение диаграммы Вороного

Точки представляют собой окружности с мини-
мальным радиусом. При использование линейной
системы R-функций (3) получаем М-образы, ко-
торые представляют собой диаграмму Вороного
для конечного числа точек (рис. 8). Геометрически
такое представление можно объяснить переходом
в повышенное пространство. Каждая точка, опи-
санная окружностью в повышенном пространстве,
представляет собой гиперболоид. В результате со-
седние гиперболоиды при пересечении образуются
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линии, и при проецировании этих линий на плос-
кость, образуется диаграмма Вороного.

6. Заключение
В данной работе был предложен новый способ
построения прямолинейного скелета и диаграммы
Вороного средствами функционально-воксельного
моделирования. Данные методы принципиально
отличаются от классических подходов[7-9], по-
скольку базируются на аналитическом способе опи-
сания геометрии модели. Помимо этого, предло-
женное решение открывает новые возможности к
планированию маршрутов с помощью ФВМ [1].
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