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Работа посвящена применению воксельных геометрических моделей (ВГМ) для решения задач визуальной
компоновки сложного функционального пространства. В статье отражена тройственность вычисли-
тельного подхода к задачам преобразования пространства для визуальной компоновки воксельных геомет-
рических моделей представленных локальными геометрическими характеристиками (ЛГХ). Приведены
примеры компоновки пространства ВГМ размерности 𝐸3 .
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Введение.
Создание архитектуры вычислений, основанной на
применении воксельной графической информации,
позволяет разрабатывать альтернативные спосо-
бы решения задач геометрического моделирования.
Метод функционально-воксельного моделирования
(ФВМ) [1] реализует один из таких компьютерно-
графических подходов к решению класса задач ма-
тематического моделирования, приводимых к гео-
метрической постановке. Однородность структу-
ры воксельных геометрических моделей, основан-
ных на описании локальными геометрическими ха-
рактеристиками, закладывает основу для созда-
ния альтернативных алгоритмов пространствен-
ных преобразований. Согласованность ВГМ и ис-
ходной функции позволяет оценить правильность
выполненных преобразований. Предлагаемые в ра-
боте [1] операторы перехода 𝐺,𝐶,𝑁,𝑋, формируют
матричный аппарат, устанавливающий согласован-
ность исходной аналитической функции с ее вок-
сельным представлением (𝐹− и 𝑉−представления
соответственно).

Постановка задачи.
Тройственность подхода к преобразованию про-
странства подразумевает получение одного и то-
го же результата преобразования пространства
функционально-воксельной модели тремя способа-
ми: функциональным (традиционным аналитиче-
ским способом), функционально-воксельным и вок-
сельным.
Функциональный способ представляет собой пре-
образование значений функции, заданной анали-
тическим способом, с помощью формул преобра-
зования координат, когда в соответствие координа-
там {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} в 𝑛 -мерном пространстве по-
сле преобразования, соответствует набор коорди-
нат {𝑥′1, 𝑥′2, . . . , 𝑥′𝑛}.
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В конечном итоге преобразованное функциональ-
ное пространство 𝑓 ′(𝑥𝑛) из исходного 𝑓(𝑥𝑛) явля-
ется переходом 𝑓(𝑥𝑛) −→ 𝑓(𝑥′𝑛) путем преобразо-
вания координатного пространства [𝑥′1 𝑥

′
2 . . . 𝑥

′
𝑛] =

= [𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑛]𝑃 , в котором 𝑃 - матрица сконстру-
ированных преобразований. На следующем этапе
по вновь полученной аналитической 𝑓 ′(𝑥𝑛) модели
создается ВГМ [2].
Функционально-воксельный способ преобразова-
ния подразумевает использование ВГМ в качестве
операнды. Инструментом, используемым при пре-
образовании, выступают те же матричные преобра-
зования координат. Для реализации данного подхо-
да, необходимо, используя ВГМ, выразить в явном
виде координату 𝑥𝑖 = 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) из уравне-
ния касательной, найдя, таким образом, значение
функции в точке. Все дальнейшие пространствен-
ные преобразования выполняются над полученны-
ми значениями поверхности функции.
После выполнения преобразований по вновь полу-
ченным значениям функции формируется ВГМ.
При воксельном способе преобразования так же,
как и при функционально-воксельном подразуме-
вается использование ВГМ с той лишь разницей,
что для выполнения преобразования нет необходи-
мости находить значение функции в явном виде и,
как следствие, выполнять вокселизацию функци-
онального пространства. Для реализации данного
подхода необходимо использовать специальные гео-
метрические модели [3], которые отображают вза-
имосвязи между компонентами нормали – локаль-
ными геометрическими характеристиками.
В отличие от традиционного координатного пред-
ставления пространства функции, где приведение
этой функции к явному виду заключается в вы-
ражении одной из координат через остальные,
в ВГМ каждой точке пространства соответству-
ет множество компонентов нормали, определяю-
щие пространственное положение окрестности этой
точки. Данная особенность накладывает условие
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на пространственные преобразования: преобразо-
вание ВГМ должно учитывать изменение структу-
ры индексного массива значений в зависимости от
типа преобразования.
Изменение в массиве значений сводится к матрич-
ному преобразованию системы координат для сме-
щения, где вместо привычных координат простран-
ства 𝑂𝑥𝑦𝑧, используются индексы массива, пред-
ставляющего воксельное пространство 𝑖𝑗𝑘, при по-
вороте – использованию специального алгоритма
последовательного заполнения индексного массива
значений с учетом величины угла поворота и про-
порциональному изменению количества элементов
массива значения при масштабировании. Алгоритм
последовательного заполнения (см. Рис. 1) постро-
ен по следующему принципу:
1. Заполнение ячеек получаемого массива проис-

ходит последовательно;
2. В качестве информации, заносимой в получае-

мый массив значений, выступает информация
из ячейки, отстоящей от текущей ячейки на
угол поворота вокруг центра вращения.

Рис. 1: Последовательное заполнение индексного
массива с учетом угла поворота

Данный способ преобразования массива значений
позволяет получать однородные геометрические
модели, лишенные понятия муар.
При масштабном увеличении вдоль оси для со-
хранения целостности ВГМ, появившиеся допол-
нительные элементы массива значений необходимо
заполнить промежуточными значениями. В каче-
стве способа заполнения при увеличении использу-

Рис. 2: Результат смещения функции квадрата
вдоль оси OX

ется способ одиночной связи (ближайшего соседа),
дополненный билинейной интерполяцией для опре-
деления промежуточных значений. При уменьше-
нии ближайшее известное значение функции зано-
сится в определенную масштабом ячейку с одновре-
менной корректировкой направления вектора нор-
мали.
Рассмотрим отдельно воксельные преобразования
сдвига, поворота и масштабирования трехмерного
пространства ВГМ.
Воксельное перемещение плоскости 𝐴𝑥+𝐵𝑦+𝐶𝑧+
+ 𝐷 = 0 в трехмерном пространстве будет опреде-
ляться через повышенное пространство 𝐸4 . Значе-
ния ЛГХ после смещения будут определяться как:

𝐴′𝑛 = 𝐴
√︀

1−𝐷2′
𝑛 , 𝐵

′
𝑛 = 𝐵

√︀
1−𝐷2′

𝑛 ,

𝐶 ′𝑛 = 𝐶
√︀

1−𝐷2′
𝑛 , 𝐷

′
𝑛 =

𝐿′

𝑠𝑞𝑟𝑡1 + 𝐿′2

где 𝐿′ – кратчайшее расстояние от плоскости до на-
чала координат после перемещения. 𝐿′ выражается
в зависимости от того, вдоль какой из осей выпол-
няется смещение:𝐿′ = 𝐿+∆𝑥×𝐴 или 𝐿′ = 𝐿+∆𝑦×
×𝐵 , или 𝐿′ = 𝐿+∆𝑧×𝐶 . 𝐴,𝐵,𝐶 – ЛГХ истинного
пространства [4], выражаемые из ЛГХ 𝐴𝑛, 𝐵𝑛, 𝐶𝑛

пространства повышенной размерности, которые,
в свою очередь выражаются из численного значе-
ния цвета пикселя исходной ВГМ. На рисунке 2
представлена исходная форма функции квадрата.
Результат смещения пространства ВГМ функции
квадрата тремя возможными способами соответ-
ствует базовым графическим образам на рисунке
3. Воксельный поворот плоскости 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 +

Рис. 3: Исходная форма функции квадрата

+ 𝐷 = 0 в трехмерном пространстве будет выпол-
няться последовательно вокруг осей координат (в
плоскостях проекции). Следовательно, компоненты
нормали 𝑁 ′4 после поворота, к примеру, вокруг оси
𝑂𝑍 , будут вычисляться следующим образом:

𝐴′𝑛 = 𝐴
√︀

1−𝐷2′
𝑛 , 𝐵

′
𝑛 = 𝐵

√︀
1−𝐷2′

𝑛 ,
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𝐶 ′𝑛 = 𝐶 ′𝑛, 𝐷
′
𝑛 = 𝐷𝑛,

где 𝐴′ = 𝐴 cos𝜔 − 𝐵 sin𝜔,𝐵′ = 𝐵 cos𝜔 − 𝐴 sin𝜔
определяются в зависимости от угла поворота 𝜔0 .
На рисунке 4 представлена исходная форма функ-
ции квадрата. На рисунке 5 представлен результат
поворота пространства ВГМ функции квадрата во-
круг оси 𝑂𝑍 .

Рис. 4: Исходная форма функции квадрата

Рис. 5: Поворот функции квадрата вокруг оси OZ

Воксельное масштабирование положения плоско-
сти 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0 в трехмерном про-
странстве необходимо выполнить с учетом нали-
чия угла наклона 𝛾0𝑛 , характеризующего откло-
нение плоскости от оси 𝑂𝑍 и коэффициентов
масштабирования𝑀𝑥,𝑀𝑦 и 𝑀𝑧 вдоль каждой оси
пространства. Значения ЛГХ нормали𝑁 ′4 будут на-
ходиться следующим образом:

𝐴′𝑛 = 𝐴
√︀

1−𝐷2′
𝑛 , 𝐵

′
𝑛 = 𝐵

√︀
1−𝐷2′

𝑛 ,

𝐶 ′𝑛 = 𝐶
√︀

1−𝐷2′
𝑛 , 𝐷

′
𝑛 =

𝐿′

𝑠𝑞𝑟𝑡1 + 𝐿′2

где 𝐿′ =
𝑀𝑥𝑀𝑦𝑀𝑧𝐷𝑛√

𝑀2
𝑦𝑀

2
𝑧𝐴

2
𝑛+𝑀2

𝑥𝑀
2
𝑧𝐵

2
𝑛+𝑀2

𝑥𝑀
2
𝑦𝐶

2
𝑛

и 𝐷′𝑛 = 𝐿′√
1+𝐿′2

.

𝐴′ = 𝐿′𝐴𝑛

𝑀𝑥𝐷𝑛
, 𝐵′ = 𝐿′𝐵𝑛

𝑀𝑦𝐷𝑛
, 𝐶 ′ = 𝐿′𝐶𝑛

𝑀𝑧𝐷𝑛
являются ЛГХ

отмасштабированной нормали истинного простран-
ства. На рисунке 6 представлена исходная форма
функции смещённой относительно центра окруж-
ности. На рисунке 7 представлен результат масшта-
бирования пространства ВГМ вдоль оси OY функ-
ции данной окружности.

Универсальность хранения информации в виде
ВГМ позволяет обобщить разработанные алгорит-
мы до моделирования пространства размерности
𝐸𝑛 . Единичный вектор нормали 𝑁𝑛+1 , определя-
ющий положение объекта в пространстве, так же
состоит из компонентов:𝑁𝑛+1 =

∑︀𝑛
1 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑖+𝑏𝑛𝑦 = 1.

Рис. 6: Исходная форма функции смещенной отно-
сительно центра окружности

Рис. 7: Результат масштабирования пространства
ВГМ вдоль оси OY функции смещенной окружно-
сти

При этом объект
∑︀𝑛

1 𝑎𝑖𝑥𝑖+𝑏 = 0 может занять част-
ное положение, когда ЛГХ нормали 𝑁𝑛+1 , отвеча-
ющая за удаленность от начала координат, станет
равна нулю. При сдвиге многомерного простран-
ства ВГМ локальные геометрические характери-
стики вектора 𝑁𝑛+1

′
будут определяться следую-

щим образом: Коэффициенты 𝑎1𝑛, 𝑎2𝑛, . . . , 𝑎𝑟𝑛, 𝑏𝑛 –

выражаются из базовых графических образов
{𝐶𝑎1, 𝐶𝑎2, . . . , 𝐶𝑟𝑎𝑛, 𝐶𝑏}. Компонента, определяю-
щая кратчайшее расстояние от объекта до нача-
ла координат после смещения, находится как: 𝑏′𝑛 =

= 𝐿′√
1+𝐿′2

, при этом𝐿′ = 𝐿+∆×𝑎𝑖 , где 𝑖 – выбран-

ная ось, вдоль которой происходит смещение. Вра-
щение многомерного пространства ВГМ выглядит,
как композиция последовательных поворотов во-
круг соответствующих осей координат. С тем усло-
вием, что единовременному изменению подлежат
только те ЛГХ нормали 𝑁𝑛+1 , которые проеци-
руются на данную плоскость в натуральную вели-
чину. Воксельный поворот вокруг одной из осей
в 𝑛 - мерном пространстве на угол 𝜔0 будет со-
ответствовать следующим выражениям: где 𝑎𝑟 =
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= 𝑎𝑟𝑛√
1−𝑏2𝑛

, 𝑎𝑘 = 𝑎𝑘𝑛√
1−𝑏2𝑛

𝑎′𝑟 и 𝑎′𝑘(𝑟 и 𝑘 ∈ 𝑖)– компоненты повернутой норма-
ли 𝑁𝑛+1

′
, проекция которых на плоскость враще-

ния является натуральной величиной. При масшта-
бировании многомерного пространства ВГМ ком-
поненты многомерной единичной нормали опреде-
ляются как:

𝑎′𝑛𝑖 = 𝑎′𝑖
√︀

1− 𝑏′2𝑛 , где 𝑎′𝑖 =
𝐿′𝑎𝑛𝑖
𝑀𝑖𝑏𝑛

𝑏′𝑛 =
𝐿′√︀

1 + 𝐿′2

Значение величины удаленности от начала коор-
динат выражается следующим образом: 𝑎𝑖𝑛 и 𝑏𝑛

выражаются из базовых М-образов с помощью
обратной функции градации тона монохромной
палитры𝑃 .

Заключение:
Разработанные процедуры функционального, функ-
ционально-воксельного и воксельного сдвига, по-
ворота и масштабирования пространства ВГМ на
основе применения ЛГХ дополняют метод ФВМ
и позволяют говорить об использовании графиче-
ской информации, как об альтернативе существую-
щим способам численных преобразований. Универ-
сальность разработанных алгоритмов в преобразо-
вании 𝑛 -мерного пространства ВГМ указывает на
эффективность применения средств ФВМ при ра-
боте со сложными функциями.
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