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В статье рассматривается метод построения модели трехмерных параметрических твердых тел и их
описание с помощью обобщенной линейной интерполяции. Приведены уравнения тел, состоящих из кри-
волинейных восьмиугольных, шестиугольных, пятиугольных и четырехугольных порций. Все эти порции
могут быть объединены в одной модели для формирования составных тел сложной формы. Данный ме-
тод позволяет моделировать форму и описывать полностью поведение промежуточных поверхностей
внутри тела моделируемого объекта. Предложенная методика может быть использована при численном
моделировании многослойных конструкций.
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1. Введение

При численном моделировании процессов формо-
образования многослойных конструкций из неодно-
родных материалов различными технологически-
ми способами возникают важные геометрические
задачи построения сеток граничных и промежу-
точных поверхностей деформируемых твердых тел
многослойной структуры. При этом промежуточ-
ные поверхности слоев трехмерного тела плавно
меняются от одной граничной поверхности до дру-
гой и не пересекаются между собой. Такое тело
можно описывать, используя поверхностные моде-
ли [1]. В качестве начальной поверхности исполь-
зуют заданный внутренний, или внешний теорети-
ческий контур изделия. Для описания поверхно-
сти следующего слоя необходимо преобразование
каркаса исходной поверхности с учетом изменения
толщины слоя. Такой способ описания тела приме-
няют при моделировании тонкостенных оболочеч-
ных конструкций [2]. В методе конечных элементов
моделируемый объект задается множеством точек,
линейно связанных между собой. Для получения
требуемой точности описания формы тела увели-
чивают количество узловых точек, задающих кар-
кас конечных элементов [3]. В указанных подходах
моделирование толстостенных многослойных кон-
струкций связано с перезаданием исходного карка-
са узловых точек. Это часто не желательно, из-за
конструктивных и технологических соображений.
Кроме того, существенно растет объем перераба-
тываемой информации.
Для решения указанной проблемы в работе рас-
сматривается метод построения модели трехмер-
ных параметрических твердых тел и их описание
с помощью обобщенной линейной интерполяции. В
этом методе тело представляется векторной функ-
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цией

𝑟(𝑢, 𝑣, 𝑤) = {𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤)}, 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ Ω

Приведены уравнения тел, состоящих из криво-
линейных восьмиугольных, шестиугольных, пяти-
угольных и четырехугольных порций. Все эти пор-
ции могут быть объединены в одной модели для
формирования составных тел сложной формы. Для
описания граничных кривых порции тела исполь-
зовалась параметрическая кубическая кривая в
форме Безье, которая позволяет легко управлять
формой кривой.

2. Описание порции тела на основе
обобщенной линейной интерполяции
Пусть нам известна форма поверхности тела моде-
лируемого объекта. Построена сетка кривых, опре-
деляющая поверхность тела. Сетка кривых делит
поверхность на четырехугольные порции, которые
ограничены 𝑢, 𝑣, 𝑤 кривыми, как показано на рис.
1. Пусть параметрическая длина этих кривых из-
меняется в пределах от 0 до 1. Тогда 𝑟(𝑢, 𝑣, 𝑤), 0 <
𝑢, 𝑣, 𝑤 < 1 представляет внутренность порции тела,
а 𝑟(𝑖, 𝑣, 𝑤), 𝑟(𝑢, 𝑗, 𝑤), 𝑟(𝑢, 𝑣, 𝑘), 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 0; 1 определя-
ют ее известные граничные поверхности. Необхо-
димо определить функцию 𝑟(𝑢, 𝑣, 𝑤), которая при
𝑢 = 𝑖, 𝑣 = 𝑗, 𝑤 = 𝑘 представляет нужную гранич-
ную поверхность порции тела.

Порция тела на восьмиугольном карка-
се
Порция тела на восьмиугольном криволинейном
каркасе является базовой при моделировании трех-
мерных объектов. Она состоит из 8 узловых точек,
12 граничных кривых и 6 граничных поверхностей
(рис. 2). Для описания граничных кривых мы ис-
пользовали параметрическую кубическую кривую
Безье. Уравнение кубической кривой Безье в мат-
ричной форме имеет вид:

𝑟(𝑡) = 𝐹 (𝑡)𝑀𝑃, (1)
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Рис. 1: Порция тела.

где 𝐹 (𝑡) =
(︀
𝑡3 𝑡2 𝑡 1

)︀
- матрица-строка пара-

метра 𝑡;
𝑃 =

(︀
𝑃0 𝑃1 𝑃2 𝑃3

)︀𝑇 – матрица-столбец управ-
ляющихточек кривой;

𝑀 =

⎛⎜⎜⎝
−1 3 −3 1
3 −6 3 0
−3 3 0 0
1 0 0 0

⎞⎟⎟⎠– матрица коэффициен-

тов кубической кривой Безье. Используя формулу
(1), запишем уравнения граничных кривых порции
тела:

𝑟(𝑢, 𝑗, 𝑘) = 𝐹 (𝑢)𝑀𝑃𝑢𝑗𝑘,

𝑟(𝑖, 𝑣, 𝑘) = 𝐹 (𝑣)𝑀𝑃𝑖𝑣𝑘, (2)
𝑟(𝑖, 𝑗, 𝑤) = 𝐹 (𝑤)𝑀𝑃𝑖𝑗𝑤,

𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ {0, 1}

где 𝑃𝑢𝑗𝑘, 𝑃𝑖𝑣𝑘, 𝑃𝑖𝑗𝑤 - управляющие точки вдоль
кривых𝑢, 𝑣, 𝑤 Уравнение восьмиугольной порции
тела в матричной форме имеет вид: В уравнении
(3) первые 3 слагаемые представляют собой порции
тела, полученные линейной интерполяцией меж-
ду парами противоположных граничных поверхно-
стей. Каждая граничная поверхность порции тела
является билинейной интерполяцией соответству-
ющих пар противоположных границ порции. Чет-
вертая составляющая представляет собой порцию
тела, состоящую из 6 граничных поверхностей – ги-
перболических параболоидов.
При 0 < 𝑢, 𝑣, 𝑤 < 1, уравнение порции
(3) представляет внутренность порции тела, а
𝑟(𝑖, 𝑣, 𝑤), 𝑟(𝑢, 𝑗, 𝑤), 𝑟(𝑢, 𝑣, 𝑘) при подстановке𝑖, 𝑗, 𝑘 =
= 0; 1 определяют ее известные граничные поверх-
ности.
Имея точечный каркас или сетку граничных кри-
вых можно сконструировать составное тело из пор-

Рис. 2: Граничные кривые порции тела

ций описанного типа. Однако следует учитывать,
что на границах порций это тело будет только
непрерывным, но не гладким. В результате форми-
руется составное тело нулевого порядка гладкости.
Рассмотрим частные случаи восьмиугольной пор-
ции тела, которые могут применяться при модели-
ровании различных трехмерных объектов.

Порция тела на шестиугольном каркасе
Шестиугольная порция тела состоит из 6 узловых
точек, 9 граничных кривых и 5 граничных поверх-
ностей (рис. 3). Уравнение шестиугольной порции
тела в матричной форме имеет вид: Уравнение пор-
ции (4) удобно использовать при моделировании
тел, когда сетка граничных кривых, определяющая
поверхность внешнего теоретического контура из-
делия, получена методом триангуляции. Здесь кри-
волинейные параметры 𝑢 и 𝑣 могут задавать поло-
жение точки на поверхности тела, а параметр 𝑤
определяет ее положение по толщине тела.

Порция тела на пятиугольном каркасе
Пятиугольная порция тела представлена на рис. 4.
Она состоит из 5 узловых точек, 8 граничных кри-
вых и 5 граничных поверхностей.
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Рис. 3: Шестиугольная порция тела

Рис. 4: Пятиугольная порция тела

Уравнение пятиугольной порции тела в матричной
форме имеет вид: Уравнение порции (5) удобно ис-
пользовать при моделировании тела с вырожден-
ными порциями граничных поверхностей. В этом
случае необходимо включать в систему, состоящую

из четырехугольных порций граничных поверхно-
стей, треугольные порции.

2.4 Порция тела на четырехугольном
каркасе
Четырехугольная порция тела состоит из 4 узло-
вых точек, 6 граничных кривых и 4 граничных
поверхностей (рис. 5). Уравнение четырехуголь-

Рис. 5: Четырехугольная порция тела

ной порции тела в матричной форме имеет вид:
Уравнение порции (6) может также применяться

при моделировании тела с вырожденными порция-
ми граничных поверхностей. В этом случае иногда
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необходимо применять порции тела с треугольны-
ми граничными поверхностями, когда длина одной
граничной кривой стремится к нулю.

3. Вычислительные эксперименты
На рис. 6-9 представлены примеры вычисли-
тельных экспериментов с порциями тел в среде
MathCAD. При изменении положения узловых то-
чек порции определялись промежуточные поверх-
ности порции тела при значениях параметра 𝑤 =
= 0; 0.25; 0.5; 0.75; 1. Вычислительные эксперимен-

Рис. 6: Промежуточные поверхности восьмиуголь-
ной порции

Рис. 7: Промежуточные поверхности шестиуголь-
ной порции

ты показали корректность полученных формул (3-
8) для описания порции тела. Последовательные
подстановки конкретных числовых значений в ука-

Рис. 8: Промежуточные поверхности пятиугольной
порции

Рис. 9: Промежуточные поверхности четырех-
угольной порции

занные формулы удовлетворяют требуемым усло-
виям поставленной задачи.
Разработанный программный модуль был апроби-
рован при моделировании слоистой оболочки, по-
лучаемой способом намотки из композиционного
материала хвостовой балки вертолета (рис. 10), а
также при моделировании манекена тела человека
(рис. 11).

4. Заключение
Предложенный способ построения порции трехмер-
ного параметрического тела может быть использо-
ван для моделирования внутренней и внешней фор-
мы составного тела. Представленные примеры пор-
ции тел показывают, как легко можно определить
внутреннюю структуру при изменении формы и ко-
личества точек криволинейного каркаса тела. Про-
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Рис. 10: Тело намотки хвостовой балки вертолета

Рис. 11: Манекен тела человека

граммная реализация этого способа показала, что
алгоритмы на его основе обладают вычислитель-
ной устойчивостью и быстродействием для реше-
ния задач визуализации, предварительной аппрок-
симации дискретного набора данных при числен-
ном моделировании сложных трехмерных объектов
многослойной структуры.

Литература
[1] Фокс А., Пратт М. Вычислительная геометрия.

Применение в проектировании и на производстве:
Пер. с англ. – М.: Мир, 1982. – 304 с.

[2] Голованов Н.Н. Геометрическое моделирование. –
М.: Издательство Физико-математической литера-
туры, 2002. – 472 с.

[3] Ли К. Основы САПР (CAD/CAM/CAE). – Спб.:
Питер, 2004. – 500 с.


