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В классической геометрической литературе известно циклографическое отображение (Blaschke W.
(1929); Müller E. и Krames L. (1929)). Оно определяет соответствие между множеством точек про-
странства и множеством окружностей плоскости.
Современный теоретический уровень циклографического отображения и его применение в CAGD
(Computer Aided Geometric Design) отражены в монографии Pottmann H. и Wallner J. "Computational Line
Geometry" [3] и в других известных публикациях [1, 2, 4,]. В настоящей работе исследуется возможность
построения циклографической начертательной геометрии пространства 𝑅3.
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Введение

Циклографическое отображение пространства 𝑅3

основано на направленных (ориентированных)
окружностях и плоскостях, и направленном кон-
такте окружностей и плоскостей. Оно позволя-
ет установить взаимно однозначное соответствие
между точками 𝑥 = (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑅) пространства 𝑅3 и
множеством направленных окружностей (𝑥1−𝑥)2+
+ (𝑦1 − 𝑦)2 = 𝑅2, принадлежащих плоскости 𝑥𝑦
(Π1). Направление окружности определяется зна-
ком координаты 𝑧, а ее радиус 𝑅 – абсолютной ве-
личиной |𝑧|.

Основные понятия

Символически циклографическое отображение мож-
но представить как (𝑥) = �⃗�. Окружность с может
быть рассмотрена как результат пересечения кону-
са вращения 𝐾(𝑥) с вершиной 𝑥 и плоскости цик-
лографического отображения Π1. Ось конуса 𝐾(𝑥)
параллельна оси 𝑧, а его образующие линии накло-
нены под углом 𝛼 = 45∘ к плоскости Π1 и назы-
ваются 𝛼–линиями. Плоскость 𝐻, касательная к
конусу 𝐾(𝑥), называется 𝛼–плоскостью. След ℎ1
плоскости 𝐻 на плоскости проекций Π1 представ-
ляет собой образ в циклографическом отображении
𝐹 (𝐻) = ℎ1. Он определяет направленную прямую
линию ℎ⃗1, которая образует направленный контакт
с направленной окружностью �⃗�.

Основные положения

Под направленным контактом окружности и пря-
мой линии понимается совпадение вектора каса-
тельной к окружности и вектора прямой линии в
их точке касания. Аффинные преобразования про-
странства 𝑅3 преобразуют 𝛼–линии в 𝛼–линии и со-
ответствуют псевдоевклидовой геометрии (геомет-

Работа опубликована при финансовой поддержке РФФИ,
грант 16-07-20482.

рии Минковского). Ее метрика основана на скаляр-
ном произведении

⟨𝑎, 𝑏⟩𝑝𝑒 = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 − 𝑧1𝑧2.

В соответствии с этой метрикой расстояние между
двумя точками 𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) и 𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) псевдоев-
клидова пространства 𝑅3

𝑝𝑒 определяется формулой

𝑑𝑝𝑒 =
√︀

(𝑥1 − 𝑥2)2 + (𝑦1 − 𝑦2)2 − (𝑧1 − 𝑧2)2.

Формула расстояния в интерпретации на плоско-
сти циклографического Π1 отображения выража-
ет касательное расстояние 𝑑(𝐴′′1 , 𝐵

′′
1 ) между двумя

циклографическими образами – окружностями, со-
ответствующими этим точкам (рис. 1). В данной
работе рассматривается циклографическое отобра-
жение евклидова пространства 𝑅3 на плоскость Π1.

Рис. 1: Евклидово и псевдоевклидово расстояния

При этом расстояние определяется формулой

𝑑𝑒(𝐴,𝐵) = 𝑑𝑒(𝐴
′, 𝐵′) =

=
√︁

(𝑥′1 − 𝑥′2)2 + (𝑦′1 − 𝑦′2)2 − (𝑧′1 − 𝑧′2)2.
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Координаты точек 𝐴′1(𝑥′1, 𝑦
′
1) и 𝐵′1(𝑥′2, 𝑦

′
2) плоско-

сти Π1, соответствующих точкам 𝐴1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) и
𝐵1(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) пространства (рис. 1), определяются
согласно формул:

𝑥′1 = 𝑥1 ±𝑅𝐴𝑚, 𝑦′1 = 𝑦1 ∓𝑅𝐴𝑛,

𝑥′2 = 𝑥2 ±𝑅𝐵𝑚, 𝑦′2 = 𝑦2 ∓𝑅𝐵𝑛,

𝑚 =
𝑎√

1 + 𝑎2
, 𝑛 =

1√
1 + 𝑎2

, 𝑎 =
𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

.

Знаки «±» соответствуют положительным или от-
рицательным координатам 𝑧1 = 𝑅𝐴, 𝑧2 = 𝑅𝐵 .

Циклографическое отображение объек-
тов пространства 𝑅3

В работе рассмотрены циклографические отобра-
жения линейных объектов пространства 𝑅3: пря-
мых линий и плоскостей. Образом прямой линии
является циклографический ряд. Конструкция ря-
да зависит от угла наклона прямой линии к плос-
кости проекции Π1:

𝛼 = 0, 𝛼 = 45∘, 0 < 𝛼 < 45∘, 45∘, 𝛼 < 90∘.

Циклографическим образом плоскости является
сеть циклов. Строение сети также зависит от уг-
ла наклона плоскости к плоскости проекций Π1,
как и в случае прямой линии. В работе исследова-
ны циклографические отображения кривых линий
и некоторых простейших поверхностей. Для этих
целей выполнены теоретические исследования, ре-
зультаты которых позволяют решать прямые и об-
ратные задачи циклографического моделирования
линий пространств 𝑅3 и 𝑅4. На рис. 2 приведен
пример конструктивного определения циклографи-
ческой проекции эллипса с построением точек ее
мнимого продолжения на основе использования ин-
струментария компьютерного 2D-моделирования.
На рис. 3 приведен пример компьютерного 3D-
моделирования циклографической проекции эл-
липса.
Пример 3D-реализации решения обратной задачи
циклографического моделирования пространствен-
ной кривой показан на рис. 4.

Примеры решения задач
К основным результатам работы относятся ал-
горитмы и соответствующие им конструктив-
ные решения позиционных и метрических задач
на плоскости циклографических образов с ис-
пользованием инструментария компьютерного 2D-
моделирования.
Пример решения позиционной задачи опре-
деления точки пересечения прямой линии (𝐹,𝐾)
с плоскостью (𝐴,𝐵,𝐶) приведен на рис. 5. Точ-
ки пространства и соответствующие им циклогра-
фические проекции обозначены следующим обра-
зом: 𝐹 (𝐹1, 𝑅𝐹 ), 𝐾(𝐾1, 𝑅𝐾), 𝐴(𝐴1, 𝑅𝐴), 𝐵(𝐵1, 𝑅𝐵),

Рис. 2: Построение циклографической проекции эл-
липса

Рис. 3: 3D-моделирование циклографической про-
екции эллипса

Рис. 4: 3D-моделирование решения обратной зада-
чи

𝐶(𝐶1, 𝑅𝐶). Результатом решения является точ-
ка с циклографической проекцией 𝐿(𝐿1, 𝑅𝐿), где



Элементы циклографической начертательной геометрии 71

(𝐿1, 𝑅𝐿) -– общая окружность двух окружностных
рядов (𝐹1, 𝑅𝐹 ;𝐾1, 𝑅𝐾) и (𝐷1, 𝑅𝐷;𝐸1, 𝑅𝐸).

Рис. 5: Определение точки пересечения прямой ли-
нии и плоскости

Рис. 6: Определение расстояния от точки до плос-
кости

Пример решения метрической задачи по
определению расстояния между точкой 𝐸 и плоско-
стью (𝐴,𝐵,𝐶) приведен на рис. 6, при этом приня-
ты следующие обозначения: 𝐸(𝐸1, 𝑅𝐸), 𝐴(𝐴1, 𝑅𝐴),
𝐵(𝐵1, 𝑅𝐵), 𝐶(𝐶1, 𝑅𝐶). Результатом решения зада-
чи является длина отрезка |𝐸′1𝐹 ′1|. Исходные дан-
ные в обеих задачах и их решения выполнены в
положительной части (𝑧 > 0) пространства 𝑅3. По-
этому направления окружностей и прямых линий
для удобства построений на приведенных рисунках
не указаны. Все они имеют одно направление.

Заключение
В статье приведены результаты исследований в
области классической начертательной геометрии.
Они относятся к циклографическому моделирова-
нию евклидова пространства 𝑅3. Получены следу-
ющие новые научные результаты:

1. Рассмотрены и систематизированы циклогра-
фические проекции следующих объектов про-
странства 𝑅3: прямых линий, плоскостей, кри-
вых линий и элементарных поверхностей. Рас-
смотрено множество примеров циклографиче-
ского 2D- и 3D- моделирования этих объектов.

2. Реализованы алгоритмы конструктивных ре-
шений позиционных задач начертательной на
основе циклографических проекций с исполь-
зованием инструментария компьютерного 2D-
моделирования.

3. Реализованы алгоритмы конструктивных ре-
шений метрических задач начертательной на
основе циклографических проекций с исполь-
зованием инструментария компьютерного 2D-
моделирования.
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