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The paper provides an overview of phase algorithms and problems which can be solved with the use of phase information. The 
scheme of the signal reconstruction to within a positive scale factor from the phase of Fourier transform is shown. The perspective 
direction of the research in the area of the use of phase information based on Hermite projection method is proposed. 
Keywords: phase, Fourier transform, image reconstruction, phase congruency, Hermite projection method. 

1. ВВЕДЕНИЕ

Фазовая информация широко используется в задачах анализа 
и обработки сигналов [1]−[42]. При этом разделяют два вида 
фазовой информации: глобальную фазу (global phase) и 
локальную фазу (local phase) [2]. Под глобальной фазой 
подразумевают фазу преобразования Фурье исследуемого 
изображения, тогда как локальной фазой называют фазу 
некоторого локального преобразования, примененного к 
изображению (к примеру, оконного преобразования Фурье, 
вейвлет-преобразования и т.п.). Фаза преобразования Фурье 
(ПФ) содержит более важную информацию, чем амплитуда 
ПФ [1], [3], [4]. Важность фазовой информации можно 
обосновать на примере задачи синтеза фазы и амплитуды ПФ 
различных изображений [1]. Результат синтеза имеет 
сходство с тем изображением, чья фаза ПФ была 
использована. Также существует статистическая 
интерпретация важности фазовой информации [3]. 
Фаза используется в задачах выделения контуров и угловых 
точек на изображениях [5], [6], [7], в задачах анализа качества 
изображений [8], [9], [10], [11], интеллектуального слияния 
изображений (image fusion) [12], [13], [14], совмещения 
изображений (image registration) [15], [16], [17], [18], [19], 
[20], для определения уровня размытия и оценки резкости 
изображений [21], [22], [23], [24], [25], для шумоподавления 
[26], [27], сегментации [28], [29] изображений, для 
сопоставления изображений (image matching) [30], [31], [32], 
[33], в задачах оценки движения (motion estimation) [34], в 
задачах биометрии [35], [36], [37], [38], [39], для построения 
составного изображения (image mosaicing) [40], для 
построения дескрипторов текстур [41], для определения меры 
близости изображений [42] и т.п. Фазовая информация играет 
важную роль для человеческого восприятия [43], [44], [45]. 

В настоящее время актуальной является задача 
восстановления изображения в случае потери части данных 
[46]. При восстановлении изображений одним из наиболее 
важных вопросов является вопрос единственности 
восстановленного изображения, а также оценка меры 
близости между исходным и восстановленным 
изображениями. В работах [1], [47], [48] представлены 
теоремы единственности восстановления сигнала по фазе его 
преобразования Фурье, а в работах [1], [47], [49], [50] 
предложены итерационные алгоритмы восстановления 
сигналов по фазе ПФ. 
В работах [51], [52], [53] используется фаза аппроксимации 
преобразования Фурье, полученной в результате применения 
проекционного метода Эрмита [54]. Эффективность 
использования проекционного метода Эрмита обусловлена 
тем, что функции Эрмита являются собственными функциями 
преобразования Фурье. Данный подход применяется в 
задачах синтеза [51], восстановления [52] изображений и в 
задаче биометрической идентификации человека по 
радужной оболочке глаза [53], [55]. 

2. ОСНОВНЫЕ ПОДХОДЫ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ
ФАЗОВОЙ ИНФОРМАЦИИ 

2.1 Метод фазовой корреляции (Phase 
correlation) 
Рассмотрим две функции целочисленного аргумента )(xf  и 
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и )()()( λϕλλ Gi
G eAG =  − их дискретные преобразования 

Фурье (ДПФ), FA  и GA  − модули ДПФ, Fϕ  и Gϕ  − фазы 
ДПФ. Взаимным фазовым спектром двух спектральных 
функций )(λF  и )(λG  называется функция  
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т.е. спектральная функция с единичной амплитудой, фаза 
которой равна разности фаз функций )(λF  и )(λG . 
Применив к этой функции обратное дискретное 
преобразование Фурье, получим POC−функцию − функцию 
фазовой корреляции (Phase−Only Correlation function): 
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является дискретным аналогом дельта-функции с пиком в 
точке ax = . Для функции фазовой корреляции выполняется 
следующее свойство: если две функции )(xf  и )(xg  
“похожи”, то POC−функция дает четкий пик, если же 
функции “не похожи”, то POC−функция не дает четкого пика. 
Наибольшее значение POC−функции определяет меру 
близости функций )(xf  и )(xg , а при наличии четкого пика 
POC−функции, его положение соответствует смещению 
одной функции относительно другой. 
Аналогично определяется POC−функция в двумерном случае 
для двух изображений ),( yxf  и ),( yxg , 1,...,1,0 −= Mx , 

1,...,1,0 −= Ny , ДПФ которых представимо в виде: 
),(),(),( µλϕµλµλ Fi

F eAF =  и ),(),(),( µλϕµλµλ Gi
G eAG = . 

Метод фазовой корреляции часто применяют для поиска 
соответствия между смещенными, повернутыми и 
разномасштабными изображениями [18], [34]. А именно, если 

)cossin,sincos(),( byxayxfyxg −+−−+= θθθθ , т.е. 

одна функция сдвинута относительно другой на вектор ),( ba
и повернута на некоторый угол θ , то амплитуды 
преобразований Фурье функций ),( yxf  и ),( yxg  совпадают 
с точностью до угла поворота θ . Записав амплитуды ПФ в 
полярных координатах, получим, что 

),(),( ϕρθϕρ FG AA =− , и для нахождения угла θ  можно 
применить метод фазовой корреляции к функциям ),( ϕρFA  
и ),( ϕρGA . Если же ),(),( byaxfyxg = , т.е. одна функция 
масштабирована относительно другой, то 
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координатам и обозначив µηλξ lg,lg == , получим 
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применению метода фазовой корреляции к функциям ),( ηξF
и ),( ηξG . 

С учетом вышеописанных свойств метод фазовой корреляции 
активно применяется в задачах совмещения изображений 
(рис. 2) [18], [20], при поиске смещения между 
изображениями [34], для поиска соответствий на 
изображениях [32], [33], для построения составного 
изображения [40]. 

(а) (б) (в) 

Рис. 1. Пример применения метода фазовой корреляции в 
задаче совмещения изображений аэрофотосъемки [18]: (а), (б) 
исходные изображения; (в) результат совмещения 
изображения (б) с изображением (а). 

Метод фазовой корреляции также применяется для решения 
биометрических задач [36], [37], [38]. В работах [35], [36] 
вводится понятие BLPOC−функции (Band−Limited 
Phase−Only Correlation function) − функции, являющейся 
обратным преобразованием Фурье от функции взаимного 
фазового спектра в области, соответствующей низким 
частотам. Показано, что пик BLPOC−функции является более 
четким и устойчивым. Пример POC− и BLPOC−функций для 
двух нормализованных изображений радужных оболочек глаз 
одного человека приведен на рис. 2. 

Рис. 2. Изображения радужных оболочек глаз и их POC− 
(слева) и BLPPOC−функции (справа). 

2.2 Метод локальной фазовой когерентности 
(Local phase coherence) 
В методе локальной фазовой когерентности [21], [22] для 
исследования сигнала )(xf , Rx∈  используется фаза 
вейвлет-преобразования. В качестве материнского вейвлета 
используется сигнал xi cexg ω)( , где )(xg  − положительная, 
четная, медленно меняющаяся на бесконечности функция. 
Вейвлет-преобразование функции )(xf  вычисляется по 
формуле 

px

s
xi ce

s
xg

s
xfpsF

=

















∗=

ω1)(),( , 

Использование фазовой информации в обработке изображений 477



где +∈Rs  (scale) - параметр растяжения (параметр 
масштаба), Rp∈  (position) - параметр сдвига, символ * 
обозначает свертку двух функций. Пусть ( )),( psFФ  − фаза

),( psF . В работе [21] показано, что если сигнал имеет 
особенность в точке 0x , то 

( ) 
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0,1),( . Данное соотношение 

показывает, что на линиях C
s
xp

x =
−

+ 0
0 , constC =∀  в 

плоскости ),( ps  фаза сохраняет постоянное значение, что 
определяет взаимосвязь между параметрами s  и p  вблизи 
точки 0x  (рис. 3, рис. 4). 

Рис. 3. Одномерные сигналы с особенностью и линии 
постоянства фазы вейвлет-преобразования [21]. 

Рис. 4. Одномерный сигнал со ступенчатыми контурами и 
скейлограмма фазы его вейвлет-преобразования [56] 
(графическое представление функции ( )),( psFФ :
одинаковыми цветами обозначены одинаковые значения 
фазы). 

Учитывая данное свойство, в работе [21] предложен метод 
предсказания фазы вейвлет-преобразования при 1=s  на 
основе информации о фазе при 2=s  и 4=s  (рис. 5). 
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Рис. 5. Предсказание фазы вейвлет-преобразования [21], [56]: 
432121 ,,,,,, ccccbba −результаты вейвлет-преобразования,

∗a  − число, сопряженное числу a . 

Аналогичная формула предсказания фазы предложена в 
работах [21], [22] для двумерного случая, в работе [22] также 
предложены другие формулы для предсказания фазы. Мера 
локальной фазовой когерентности в точке i  вычисляется по 
формуле [22], [13]: 

( )
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∑ −
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θ

θ
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cФcФc
iLPC

)(ˆ)(cos
)( , 

где ic  − результат вейвлет-преобразования, )( icФ  − фаза

вейвлет-преобразования в точке i , )(ˆ
icФ  − предсказанная

фаза в точке i , θ  определяет номер ориентации вейвлета (в 
двумерном случае). Если предсказание фазы происходит по 
формулам, представленным на рис. 5, то ),1( iFci =  и 
суммирование отсутствует. Мера локальной фазовой 
когерентности устойчива к сдвигам, поворотам, 
масштабированию изображений, а также к присутствию 
белого шума на изображении [13]. 
Метод локальной фазовой когерентности применяется для 
определения уровня размытия изображений [21], для оценки 
резкости изображений [22], в задачах интеллектуального 
слияния изображений различной резкости, фокусировки и 
контрастности [13], [56] (рис. 6), совмещения изображений 
[16], [56], [19]. 

(а) (б) (в) 

Рис. 6. (а), (б) изображения, на которых одна чайка находится 
в фокусе, а вторая − не в фокусе; (в) результат 
интеллектуального слияния изображений (а) и (б) [13]. 

2.3 Метод фазовой конгруэнтности (Phase 
congruency) 
Идея метода фазовой конгруэнтности основана на 
разложении функции ],[)( 2 ππ−∈ LxF  в ряд Фурье: 
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nn nxAxF ξ , 0≥nA . В работах [7], [57], [58], 

[59] показано, что если у сигнала присутствует особенность, 
то в точке особенности все синусоидальные компоненты 
разложения имеют одинаковую фазу (рис. 7 а). Данное 
свойство называется фазовой конгруэнтностью. Предложена 
мера фазовой конгруэнтности [59], [57], [58]: 
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]1,0[)( ∈xPC . 1)( =xPC  тогда и только тогда, когда все 
компоненты разложения функции в точке x  имеют 
одинаковую фазу )(xφ . Чем больше значение меры )(xPC , 
тем выше значение фазовой конгруэнтности. В работах [7], 
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[57] предложена геометрическая интерпретация меры 
фазовой конгруэнтности (рис. 7 б). В ней каждая компонента 
разложения в ряд Фурье представляется в виде вектора, длина 
которого равна nA , а угол наклона относительно 
положительного направления оси OX  равен значению фазы 

)2(mod πξφ nn nx += . Тогда )(xE  − суммарный вектор, 

∑ −=
n

nn xAxE ))(cos()( φφ  − его длина [7], [59], )(xφ  − 

усредненное значение фазы и 

∑
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n
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xE
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)(
)( . 

Если )(xH  − преобразование Гильберта функции )(xf : 

∑
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+=
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)cos()(
n

nn nxAxH φ , то )()()( 22 xHxfxE +=  − 

локальная энергия функции )(xf  [59]. Мера фазовой 
конгруэнтности не зависит от амплитуд синусоидальных 
компонент, что делает ее инвариантной к изменению 
освещенности и контрастности [7]. 

(а) (б) 

Рис. 7. (a) Четыре первых компоненты разложения 
ступенчатого контура в ряд Фурье; (б) в отмеченной на 
рис. 7 а точке x  приведена геометрическая интерпретация 
меры фазовой конгруэнтности [7]. 

В работе [57] предложен метод вычисления фазовой 
конгруэнтности с помощью вейвлет-преобразования (ВП). В 
точках, где у функции присутствует особенность (скачок), т.е. 
в точках с высокой мерой фазовой конгруэнтности, фаза ВП 
не изменяется с изменением параметра растяжения s  (рис. 4, 
рис. 8). Отличие метода локальной фазовой когерентности 
(LPC) от метода фазовой конгруэнтности (PC) в том, что в 
методе LPC происходит предсказание фазы ВП в 
исследуемой точке на основе информации о фазе ВП в 
окрестных точках (для других параметров масштаба), а в 
методе PC используется информация о фазе ВП только в 
исследуемой точке, на разных уровнях масштаба [22]. 

Рис. 8. Сигнал с зашумленными ступенчатыми контурами и 
скейлограмма фазы его вейвлет-преобразования [57][56]. 

Обозначим ∑=
s
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),(Im),(Re)( 22 psFpsFpAs += , )()()( 22 pHpFpE += . 

Тогда 
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s
s pA
pEpPC

)(
)()(  (рис. 7 б).

В работах [57], [7] предложен метод вычисления фазовой 
конгруэнтности для двумерных сигналов на основе 
двумерного вейвлет-преобразования. Метод фазовой 
конгруэнтности применяется для выделения особенностей на 
изображениях, для выделения контуров и угловых точек на 
изображениях [7], [57] (рис. 9). Также метод фазовой 
конгруэнтности применяется в задачах биометрии [39], 
совмещения [19], сегментации [29], шумоподавления [26], 
[27], интеллектуального слияния [14] изображений, 
определения уровня размытия на изображениях [25] и меры 
близости изображений [60]. 

(а) (б) (в) 

Рис. 9. (а) Исходное изображение; (б) изображение с 
выделенными контурами; (в) изображение с выделенными 
угловыми точками [7]. 

2.4 Метод локального фазового квантования 
(Local phase quantization) 
В методе фазового квантования происходит квантование 
фазы комплексной функции, полученной в результате 
преобразования Фурье [61] либо некоторого локального 
преобразования [5], [41], на заданное количество K  уровней. 
Квантование может происходить по схемам, представленным 
на рис. 10: значения фазы заменяются на другие значения из 
заданного конечного множества [5], [61] либо происходит 
кодирование информации в зависимости от значения фазы 
[41], [62]. 

Рис. 10. Примеры квантования фазы. 

Метод локального фазового квантования применяется для 
нахождения контуров на изображениях [5], [63] (рис. 11), для 
построения дескрипторов текстур, устойчивых к наличию 
размытия на изображениях [41], [64], для оценки качества 
изображений [10], в биометрии [38], [62]. 
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Рис. 11. Схема применения метода локального фазового 
квантования для нахождения контуров на изображении [63]. 

2.5 Метод глобальной фазовой когерентности 
(Global phase coherence) 
В методе глобальной фазовой когерентности [23] 
вычисляется вероятность того, что изображение ψu  с 
измененной фазой будет более правдоподобным, чем 
заданное изображение u . Изображение ψu  считается более 
правдоподобным, чем заданное изображение u , если его 
полная вариация (TV) [65] меньше полной вариации 
заданного изображения: )()( uTVuTV <ψ . Для заданного 
изображения вычисляется амплитуда и фаза преобразования 
Фурье. Далее рассматриваются всевозможные изображения с 
заданной (фиксированной) амплитудой ПФ и вычисляется 
отношение количества изображений, не менее 
правдоподобных, чем заданное изображение, к общему числу 
изображений: 













 ≤∈
−=

P

uTVuTVP
uGPC

)()(:
lg)(

ψψ
, 

где P  - множество всех нечетных фазовых функций (фаза 
ПФ вещественной функции − нечетная), для любого 
множества S  символом S  обозначается мощность данного 
множества. 
Метод глобальной фазовой когерентности используется в 
задачах определения резкости изображений (рис. 12) [23], 
«слепого» обращения свертки (blind deconvolution) [24], а 
также для определения меры близости изображений [9]. 

Рис. 12. Пример применения метода глобальной фазовой 
когерентности [23]. В выделенных областях A, B и C метод 
GPC определил резкие контуры, а в областях D и E метрика 
определила размытие. 

3. ВОССТАНОВЛЕНИЕ СИГНАЛОВ ПО ФАЗЕ
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ 

В работах [1], [47] представлены теоремы единственности 
восстановления дискретного сигнала по фазе его 
преобразования Фурье. Условия этих теорем основаны на 
информации о нулях z-преобразования дискретного сигнала. 
Эти условия являются трудно проверяемыми на практике, 
поскольку поиск нулей z-преобразования является 
вычислительно трудоемкой задачей. Другой критерий 
единственности восстановления функции по фазе ее 
преобразования Фурье предложен в работе [48]. Для функции 

)(nf  аргумента 1,...,1,0 −= Nn  строится матрица размера 
( ) ( )11 −×− NN и доказывается, что условие 
невырожденности этой матрицы является необходимым и 
достаточным условием единственности восстановления 
функции  по фазе ее преобразования Фурье. Вычисление 
определителя матрицы размера ( ) ( )11 −×− NN  при больших
N  также является вычислительно трудоемкой задачей и не 

применяется на практике для проверки возможности 
восстановления функции по фазе. 
В работах [1], [47], [49], [50] предложены итерационные 
алгоритмы восстановления функции по фазе. Наиболее часто 
на практике применяется итерационный алгоритм [47], в 
котором на первом шаге каждой итерации к функции 
применяются ограничения в частотной области, а на втором 
шаге – в пространственной (рис. 13, рис. 14). Также в работе 
[47] доказано, что погрешность после каждой итерации не 
увеличивается, а в работе [66] доказано, что данный 
итерационный алгоритм сходится. Восстановления 
дискретного функции )(nf , 1,...,1,0 −= Nn  происходит по 
фазе ДПФ другой функции, совпадающей с )(nf  в N  точках 
и продолженной по длине нулями не менее чем в два раза (до 
длины NM 2≥ ) [47]. В работах [49], [50] предложена 
модификация этого алгоритма, основанная на методе 
проекций на выпуклые множества. Также в работах [47], [48] 
предложены аналитические методы восстановления сигналов 
по фазе. 
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Рис. 13. Схема итерационного алгоритма восстановления 
изображений по фазе преобразования Фурье. 

(а) (б) (в) 

Рис. 14. (а) Исходное изображение; (б) результат 
восстановления изображения по фазе ДПФ после 10 
итераций; (в) после 100 итераций. 

4. ФАЗА АППРОКСИМАЦИИ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
ФУРЬЕ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ФУНКЦИЙ ЭРМИТА 

В работах [51], [52] предлагается использовать фазу 
аппроксимации преобразования Фурье с использованием 
функций Эрмита (фазу АПФЭ). Данный метод основан на 
использовании проекционного метода Эрмита [54], [67], в 
котором вычисляется аппроксимация )(xfn  разложения 
функции ),()( 2 ∞−∞∈ Lxf  в ряд Фурье по функциям Эрмита 

)(xnψ . Функции Эрмита [68]: 

1) являются собственными функциями преобразования
Фурье: n

n
n iF ψψ )(][ −= , 

2) образуют полную ортонормированную систему функций в
пространстве ),(2 ∞−∞L ; 

3) являются локализованными с вычислительной точки
зрения на конечном отрезке как в пространственной, так и в 
частотной областях. 
Поэтому разработка и применение проекционных методов, 
использующих функции Эрмита, представляет собой важную 
и актуальную задачу, а использование информации о фазе в 
проекционных методах является перспективным подходом. 

Пусть )(xfn  − аппроксимация разложения функции 
),()( 2 ∞−∞∈ Lxf  в ряд Фурье по функциям Эрмита 

)(),...,(0 xx nψψ : 

∑
=

=≈
n

k
kkn xcxfxf

0
)()()( ψ . 

Выражение 

)(
,

0
,

,)()()()( λϕλλψλ nfi
nf

n

k
k

k
knf eAicHF ⋅=−= ∑

=

называется аппроксимацией преобразования Фурье с 
использованием функций Эрмита (АПФЭ) функции )(xf , а 

)(, λnfA  и )(, λϕ nf  − амплитудой и фазой АПФЭ 
соответственно [51]. 
В работе [51] показано, что фаза АПФЭ содержит в себе 
больше информации, чем амплитуда АПФЭ. Фазу АПФЭ 
можно применять в задаче синтеза (рис. 15) [51] и 
восстановления [52] изображений; исследована 
однозначность восстановления по фазе АПФЭ. При этом в 
задаче восстановления используется фаза АПФЭ исходного 
сигнала без добавления нулей. При использовании фазы 
АПФЭ исследуется фаза локализованного с вычислительной 
точке зрения и сглаженного сигнала (аппроксимации )(xfn ),
поэтому результат работы алгоритма может оказаться лучше, 
чем при использовании фазы преобразования Фурье (рис. 15, 
рис. 16). 

(а) (б) (в) 

Рис. 15. (a) изображение “Peppers”; (б) синтез фазы ПФ 
“Lena” (рис. 14 а) и амплитуды ПФ “Peppers”; (в) синтез фазы 
АПФЭ “Lena” и амплитуды АПФЭ “Peppers”. 

В работах [53], [55] предложен метод проекционной фазовой 
корреляции (HPPOC − Hermite Projection Phase-Only 
Correlation) для поиска соответствий между изображениями, в 
частности, данный метод применяется для поиска 
соответствий между ключевыми точками изображений 
радужной оболочки глаза. При этом показано [55], что в 
случае изображений небольшого размера метод 
проекционной фазовой корреляции дает более точные 
результаты, чем метод фазовой корреляции (рис.16).  

(а) (б) (в) (г) (д) 

Рис. 16. (а), (б) соответствующие друг другу части 
изображений радужной оболочки одного глаза размера 

1616×  пикселей; (в) POC−функция; (г) BLPOC−функция; (д) 
HPPOC−функция. 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе приведено обоснование важности фазовой 
информации в обработке изображений. Представлены 
основные подходы использования фазовой информации и 
обзор методов анализа и обработки изображений, 
использующих фазовую информацию. Предложено 
перспективное направление, связанное с применением фазы 
аппроксимации преобразования Фурье с использованием 
функций Эрмита. 

Преобразование 
Фурье: )]([ xfF k  

)(xfk
Учет ограничений 
в частотной 
области →  )(λkF

Обратное 
преобразование 
Фурье: ))((1 λkFF −

Учет ограничений в 
пространственной 
области →  )(1 xfk+  

1+= kk
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