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В работе рассматривается вопрос создания графического алгоритма построения главного меридиана по-
верхности главы купола с использованием трансцендентных кривых. В качестве составной плоской кри-
вой, являющейся образующей при создании вращением вокруг вертикальной оси купольной поверхности,
предлагается использовать цепную линию и линию изогнутой рейки. Описан графический алгоритм по-
строения точки перегиба линии изогнутой рейки для решения проблемы сопряжения указанных кривых.
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Введение

Криволинейные поверхности, применяемые в ар-
хитектуре и строительстве, должны удовлетворять
наперед заданным условиям. Эти условия долж-
ны включать требования как эстетические, так
и конструктивные, технологические и экономиче-
ские. Одной из задач архитектурно-строительного
проектирования является конструирование поверх-
ности купола. Поверхность главы купола является
поверхностью вращения, образующей которой яв-
ляется составная плоская кривая. Изучение при-
родных форм (луковица, ветка дерева и т.д.) по-
казало, что сопряжения, переходы одних форм в
другие лучше всего описываются не циркульными
кривыми, а кривыми, которые в математике отно-
сятся к классу трансцендентных кривых.

В данной работе предлагается использовать при
конструировании главного меридиана поверхности
купола цепную линию и линию равного сопротив-
ления [1].

Цепная линия – это кривая, форму которой прини-
мает под действием силы тяжести однородная гиб-
кая нерастяжимая нить с закрепленными концами.
Большой интерес к цепной линии объясняется еще
и тем, что поверхность вращения этой кривой во-
круг прямой, лежащей в плоскости кривой, имеет
наименьшую площадь по сравнению с площадями
поверхностей вращения всех иных кривых, прохо-
дящих через две данные точки.

Линия равного сопротивления является вариацией
цепной линии, форма которой повторяет очертание
изогнутой гибкой рейки при условии равного со-
противления её материала.

Цепная линия, являющаяся формообразующим
элементом многих природных форм, может быть
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успешно использована при проектировании архи-
тектурных форм, как линия естественная, рацио-
нальная, отражающая свойства равнонапряженно-
сти материала. Например, анализ формы купола
Успенского собора в Кеми, выявил формообразую-
щие элементы, повторяющие очертания подвешен-
ной нити и изогнутой рейки (см. рис.1). Сочетание
двух кривых, отображающих различные условия
работы материала (растяжение – линия 0-2 и сжа-
тие – линия 2-1-3), определило эстетическую фор-
му поверхности [2].

Рис. 1: Аппроксимация меридиана купольной по-
верхности двумя кривыми

Построение линии изогнутой рейки
Алгоритмы построения указанных двух кривых
линий хорошо известны. На рис.2 показан алго-
ритм построения линии изогнутой рейки, исполь-
зуемый в архитектурной практике и основанный на
способе построения трисектрисы Маклорена [1].
Его суть можно пояснить с помощью рассмотрения
построения точки 3 линии изогнутой рейки. На оси
𝑂𝑥 выбранной прямоугольной декартовой системы
координат выбирается точка 𝐶, в качестве центра
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вспомогательной окружности с координатами 𝑥 =
= 𝑅 + 𝑎, 𝑦 = 0, где 𝑎 – числовой параметр, опре-
деляющий положение асимптоты конструируемой
кривой, а 𝑅 – радиус окружности.
На окружности задается точка (например, 𝐾), к
которой из точки 𝐴, лежащей на оси 𝑂𝑥 и на
окружности, проводится отрезок 𝐴𝐾. Затем из
точки 𝑂 начала координат проводится прямая, па-
раллельная 𝐴𝐾, до пересечения с вертикальной
прямой, проходящей через точку 𝐾. Точка их пере-
сечения и является одной из точек конструируемой
линии изогнутой рейки (на рис. 2 это точка 3).
На рис. 1 видно, что в точке 2 имеет место со-
пряжение линии изогнутой рейки (участок 2-1-3)
и цепной линии (участок 0-2). Поэтому возникает
проблема рационального сопряжения данных ли-
ний в процессе конструирования составной кривой.
Из рис. 2 ясно, что линия изогнутой рейки в неко-
торой точке меняет характер кривизны с выпукло-
сти на вогнутость. Такое же изменение должно про-
изойти в точке сопряжения двух кривых. Актуаль-
ной задачей при конструировании составной кри-
вой становится поиск точки перегиба линии изо-
гнутой рейки для использования её в качестве точ-
ки сопряжения. В практике архитектурного проек-

Рис. 2: Графический алгоритм построения линии
изогнутой рейки

тирования купольной поверхности возникает необ-
ходимость разработки графического алгоритма по-
строения такой точки. В данной статье описывает-
ся такой алгоритм на основе разработанного авто-
рами аналитического алгоритма.

Алгоритм построения точки перегиба
Рассмотрим проблему поиска точки перегиба на
линии изогнутой рейки. Выведем уравнение линии
изогнутой рейки в параметрической форме. Для

этого будем использовать графический алгоритм
построения линии изогнутой рейки, схематично по-
казанный на рис. 2 и более подробно на рис.3 для
пояснения вывода уравнения кривой в параметри-
ческой форме. Рассмотрим точку (𝑥, 𝑦), принадле-

Рис. 3: Параметрическое задание линии изогнутой
рейки

жащую проектируемой кривой и определим ее по-
ложение с помощью используемых в алгоритме па-
раметров. В процессе её построения, используется
точка 𝐾 вспомогательной окружности, положение
которой определяет ∠𝛼 = ∠𝐴𝐶𝐾. Будем использо-
вать ∠𝛼 в качестве параметра при выводе уравне-
ния линии изогнутой рейки. Параметры 𝑠 и 𝑡 (см.
рис.3) выразим через начальные параметры 𝑎 и 𝑅.⎧⎨⎩
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Используя полученное уравнение кривой изогну-
той рейки в параметрической форме (2), воспользу-
емся необходимым условием существования точки
перегиба [2]: ⃒⃒⃒⃒

𝑥′ 𝑦′

𝑥′′ 𝑦′′

⃒⃒⃒⃒
= 0.
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Проведя необходимые выкладки, получим уравне-
ние (3), решив которое, получим соотношение (4),
связывающее угловой параметр 𝛼 искомой точки
перегиба с начальными параметрами 𝑎 и 𝑅.⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒ 𝑅 sin𝛼
𝑎

cos𝛼− 1

𝑅 cos𝛼
𝑎 sin𝛼

(cos𝛼− 1)2
−𝑅 sin𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 0,

𝑎(cos𝛼− cos 2𝛼)

(cos𝛼− 1)2
−𝑅 = 0, (3)

cos𝛼 =
𝑅− 𝑎
2𝑎+𝑅

. (4)

Полученная зависимость позволяет разработать
удобный графический алгоритм для построения
точки перегиба заданной линии изогнутой рей-
ки. На рис.4 показано построение точки переги-
ба в соответствии с разработанным алгоритмом.
Сущность графического алгоритма заключается в

Рис. 4: Графический алгоритм построения точки
перегиба линии изогнутой рейки

том, что для того, чтобы отложить необходимый
угол нужно построить прямоугольный треуголь-
ник 𝐶𝑁𝐹 , а для этого отложить от точки 𝐶 катет
𝐶𝐹 = 𝑅 − 𝑎 и гипотенузу 𝐶𝑁 = 2𝑎+𝑅, в соответ-
ствии с найденным соотношением (4).
Полученная на пересечении 𝐶𝑁 и вспомогательной
окружности точка 𝐾 позволяет найти точку пере-
гиба 𝑃 (с помощью описанного выше графическо-
го алгоритма построения точек на кривой изогну-
той рейки). В точке 𝑃 кривая меняет характер с

«вогнутости» на «выпуклость» и, следовательно, в
этой точке произойдет сопряжение кривых, состав-
ляющих конструируемый меридиан.

Касательная 𝑡, построенная в полученной точке
перегиба 𝑃 , является общей для кривых, состав-
ляющих образующую конструируемой поверхности
главы купола. Вторая кривая, участвующая в со-
пряжении, строится от точки 𝑃 при условии соблю-
дения условия касания с прямой 𝑡.

Графические алгоритмы построения касательной в
данной точке кривой и цепной линии по заданным
начальным условиям известны и описаны в лите-
ратуре [1], [3], но имеют ряд недостатков. Улучше-
ние указанных алгоритмов с целью повышения их
простоты и рациональности с точки зрения количе-
ства графических операций при построении явля-
ется целью дальнейших исследований авторов дан-
ной статьи.

Заключение

Данный алгоритм опробован в учебном проекти-
ровании студентов факультета архитектуры и ди-
зайна ННГАСУ в задачах конструирования поверх-
ностей при различных исходных параметрах 𝑎 и
𝑅. На основе полученных меридианов выполнены
развертки и модели сконструированных поверхно-
стей (рис. 5). Данный подход может быть расши-
рен введением большего спектра трансцендентных
кривых.

Рис. 5: Макет главы купольной поверхности
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