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Описана процедура вычисления спектрограммы коэффициента отражения или пропускания, соответ-
ствующей заданной цветности в пространстве XYZ CIE 1931. Вычисления проводятся с помощью ми-
нимизации целевой функции, задающей отклонение заданных величин XYZ и XYZ для искомой спектро-
граммы.
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The procedure of calculation of reflection or transmission spectrogram for given chromaticity XYZ CIE 1931 is
presented. The calculations are carried out using the minimization of penalty function which is squared difference
between required and current values of XYZ.
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1. Введение
Типичной задачей компьютерной графики являет-
ся моделирование распространения видимого света
и построение изображения на этой основе. В общем
случае полностью корректным может быть толь-
ко спектральное моделирование. Зачастую пол-
ные спектрограммы распространяющегося света и
(или) спектрограммы оптических атрибутов неиз-
вестны и задаются в “усеченном” виде: либо в виде
компонент RGB, либо в виде величин XYZ цвето-
вого пространства CIE XYZ. В связи с этим, часто
возникает задача нахождения спектрограммы, со-
ответствующей заданным величинам XYZ [1–4].
Преобразование спектрограммы в XYZ хорошо из-
вестно. Везде далее мы будем использовать только
дискретное преобразование:

X =
∑M
m=1 w

X
ms(λm) ≡

∑M
wXmsm

Y =
∑M
m=1 w

Y
ms(λm) ≡

∑M
wYmsm

Z =
∑M
m=1 w

Z
ms(λm) ≡

∑M
wZmsm

(1)

Здесь wXm, wYm, wZm – известные коэффициенты пре-
образования CIE 1931 [1], λm – длина волны,
sm ≡ s(λm) – спектрограмма. Ниже мы ограничим-
ся стандартным преобразованием, использующим
M = 81 длину волны: от 380nm до 780nm с шагом
5nm. Как правило, представления (1) вполне до-
статочно для целей компьютерной графики. При
необходимости (1) можно применить и для непре-
рывных распределений, используя соответствую-
щую интерполяцию.
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В общем случае обратное преобразование — вы-
числение спектрограммы, соответствующей задан-
ным величинам XYZ, может быть неединствен-
ным. Естественно, что вычисленная спектрограмма
должна удовлетворять базовым физическим прин-
ципам. В случае зеркального или идеально диф-
фузного (распределение Ламберта) отражения или
пропускания света спектрограмма должна удовле-
творять закону сохранения энергии (случаи пере-
излучения света с изменением длины волны здесь
не рассматриваются):

0 6 sm 6 1 (2)

Следует особо отметить, что настоящий подход
применим только к единственной спектрограмме,
то есть или к спектрограмме одного вида отраже-
ния или к спектрограмме одного вида пропуска-
ния. В случае комбинации нескольких видов отра-
жения и (или) пропускания соответствующие спек-
трограммы должны находиться совместно, чтобы
результаты не нарушали закон сохранения энергии.
Случаи диффузного отражения или пропускания,
описываемые произвольными BDF, являются еще
более сложными и в данной работе также не рас-
сматриваются.

2. Предварительный анализ
В дальнейшем предполагается, что заданная трой-
ка величин XY Z соответствует реальному цвету,
то есть величины

x =
X

X + Y + Z
, y =

Y

X + Y + Z
(3)

расположены внутри или на границе криволиней-
ного “треугольника” цветностей CIE 1931 [1]. В про-
тивном случае считается, что тройка XY Z тем или
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иным образом заменяется на “реальную”. Кроме
этого, будем считать “реальной” тройку X = Y =
= Z = 0, соответствующую “нулевому” спектру, т.е.
реальному цвету бесконечно малой яркости.
Рассмотрим функцию ∆(sm) для заданной тройки
XY Z

∆ =

( M∑
m=1

wXmsm−X
)2

+

( M∑
m=1

wYmsm−Y
)2

+

( M∑
m=1

wZmsm−Z
)2

(4)

Нетрудно видеть, что (4) достигает своего абсолют-
ного минимума, если выполнены уравнения (1).
Для коэффициентов преобразования wXm, w

Y
m, w

Z
m

и спектрограммы sm удобно ввести квантово-
механические обозначения “бра-кет” Дирака:
sm → |s〉, wXm → |wX〉, wYm → |wY 〉 → |w〉, wZm →
|wZ〉 и определив для них скалярное произведение
как: 〈wX |s〉 =

∑M
m=1 w

X
msm и аналогично в других

случаях.
Уравнение для искомой спектрограммы можно
также сформулировать в следующем виде:

Â|s〉 = |f〉 (5)

Здесь Â = |wX〉〈wX |+ |wY 〉〈wY |+ |wZ〉〈wZ | – “про-
екционный оператор”, |f〉 = X · |wX〉 + Y · |wY 〉 +
+ |Z · |wZ〉. Выражения вида |wX〉〈wX | следует по-
нимать как прямое произведение.
С формальной точки зрения Â есть просто симмет-
ричная матрица размерности M ×M . Ее нормиро-
ванные собственные вектора образуют ортонорми-
рованный базис соответствующегоM -мерного про-
странства.
Для дальнейшего полезно проанализировать соб-
ственные значения Λ и собственные векторы опе-
ратора Â.
Уравнение для собственных значений есть:

Â|ϕ〉 = Λ · |ϕ〉
〈wXϕ〉 · |wX〉+ 〈wY ϕ〉 · |wY 〉+ 〈wZϕ〉 · |wZ〉 = Λ · |ϕ〉

(6)
Из (6) следует, что при Λ 6= 0 собственные векторы
Â представляются в виде

|ϕ〉 = αX · |wX〉+ αY · |wY 〉+ αZ · |wZ〉 (7)

а тройка коэффициентов αX , αY , αZ удовлетворяет
следующему уравнению:

(WXXαX +WXY αY +WXZαZ) · |wX〉
+(WY XαX +WY Y αY +WY ZαZ) · |wY 〉
+(WZXαX +WZY αY +WZZαZ) · |wZ〉
= ΛαX |wX〉+ ΛαY |wY 〉+ ΛαZ |wZ〉

(8)

Здесь WXX ≡ 〈wX |wX〉,WXY ≡ 〈wX |wY 〉,WXZ ≡
〈wX |wZ〉 . . .

“Векторы” |wX〉, |wY 〉, |wZ〉 линейно независимы,
уравнение (8) преобразуется в задачу на собствен-
ные значения и собственные векторы для матрицы
размерности 3× 3:

(WXX WXY WXZ

WY X WY Y WY Z

WZX WZY WZZ

)
·

(
αX
αY
αZ

)
= Λ

(
αX
αY
αZ

)
(9)

Матрица в уравнении (9) симметричная и невы-
рожденная, она имеет три ненулевых собственные
значения Λ1,Λ2,Λ3 (они также являются тремя
ненулевыми собственными значениями (6)) и со-
ответствующие им тройки координат собственных
векторов αkX , α

k
Y , α

k
Z , k = 1, 2, 3. Собственные век-

торы (6), соответствующие Λ1,Λ2,Λ3 находятся с
помощью (7):

|ϕk〉 = αkX · |wX〉+ αkY · |wY 〉+ αkZ · |wZ〉 (10)

Все остальные собственные значения оператора Â
равны нулю. Далее считается, что полный ортонор-
мированный базис |ϕk〉, k = 1, 2, . . . ,M оператора
Â вычислен. Векторы |s〉 и |f〉 могут быть разло-
жены по этому базису. При этом разложение |f〉
содержит только три слагаемых:

|s〉 =

M∑
k=1

αk|ϕk〉, |f〉 = b1|ϕ1〉+ b2|ϕ2〉+ b3|ϕ3〉 (11)

После несложных преобразований с помощью (5)
получаем:

|s〉 = X

3∑
k=1

αkX |ϕk〉+Y
3∑
k=1

αkY |ϕk〉+Z
3∑
k=1

αkZ |ϕk〉+
M∑
k=4

αk|ϕk〉

(12)
Вычисление всех величин, входящих в (12), кро-
ме коэффициентов αk, k > 4, тривиально и быстро
выполняется численно. Первые три слагаемые (12)
дают спектрограмму, соответствующую заданной
тройке XY Z, однако при этом условие (2) может
не выполняться. Суть проблемы состоит в вычис-
лении αk, k > 4, за счет которых должны быть вы-
полнены ограничения (2).

3. Область допустимых величин XY Z

Прежде чем описать способ вычисления коэффи-
циентов αk, k > 4, необходимо проанализировать
область допустимых величин XY Z, точнее ее гра-
ницу, при ограничениях (2), налагаемых на иско-
мую спектрограмму.
Заметим, что допустимая область является выпук-
лой. Пусть две спектрограммы |s1〉 и |s2〉 соответ-
ствуют допустимым тройкам XY Z1 и XY Z2 и удо-
влетворяют условиям (2). В этом случае все семей-
ство спектрограмм t·|s1〉+(1−t)·|s2〉, 0 6 t 6 1 так-
же удовлетворяет (2), а соответствующее семейство
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троек t ·XY Z1 + (1− t) ·XY Z2, 0 6 t 6 1 является
допустимым.
Анализировать границу допустимой области удоб-
но используя “естественное” трехмерное Декарто-
во пространство, оси которого соответствуют ве-
личинам, образующим тройки XYZ. Сразу заме-
тим, что вся допустимая область представляет со-
бой наклоненную “призму”. Нижнее и верхнее ос-
нования призмы есть одинаковые плоские выпук-
лые многоугольники, параллельные плоскости Z =
= 0, а ее боковая поверхность состоит из фасе-
ток–параллелограммов, см. Рис. 1.

Рис. 1: Граница области допустимых XYZ.

В трехмерном пространстве компоненте спектро-
граммы sm соответствует трехмерный вектор
wλ ≡ wm =

{
wXm, w

Y
m, w

Z
m

}
. Векторы wm для пары

λ = 730nm и λ = 750nm параллельны друг другу.
Также параллельны друг другу векторы для трой-
ки λ = 755nm, λ = 765nm и λ = 775nm. При даль-
нейшем анализе следует модифицировать множе-
ство векторов wm следующим образом:

w∗λ = wλ, λ 6= 730, 750, 755, 765, 775nm
w∗730 = w730 + w750

w∗755 = w755 + w765 + w775

w∗750,w∗765,w∗775 отсутствуют

Модифицированный набор содержит 78 векторов
w∗m, в нем отсутствуют векторы для следующих
длин волн: 750, 765 и 775nm. Коэффициенты спек-
трограмм s∗m для модифицированного множества
векторов удовлетворяют соотношению, аналогич-
ному (2):

0 6 s∗m 6 1 (2′)

Элементарный анализ показывает, что области до-
пустимых значений XY Z для исходного wm и мо-
дифицированного w∗m наборов векторов при вы-
полнении условий (2) и (2′) полностью совпадают.
С помощью непосредственных вычислений можно
убедиться, что среди векторов модифицированного
набора w∗m нет ни одной пары параллельных век-
торов.
Векторы wλ при λ > 650nm имеют нулевую Z ком-
поненту.
Поэтому допустимые тройки XY Z(Z = 0), соот-
ветствующие спектрам, содержащим только длины
волн λ > 650nm, образуют “основание” всей допу-
стимой области.
Преобразование (1) линейно, а область допустимых
троек XY Z(Z = 0) является выпуклой, поэтому
границей основания будет ломаная линия, состоя-
щая из отрезков прямых линий, образуемых векто-
рами w∗m для λ > 650nm.
Нетрудно видеть, что последовательность векторов
w∗m, образующих границу основания, диктуется уг-
лами между векторами и осью абсцисс. Ближняя
к оси абсцисс часть границы состоит из векторов
в порядке возрастания этого угла, дальняя — в по-
рядке убывания. Практически очевидно, что верх-
нее основание допустимой области, соответствую-
щее

Zmax =

81∑
k=1

wZk =

78∑
k=1

w∗Zk

может быть получено простым параллельным пе-
реносом нижнего основания на вектор, равный∑
mwm, λm 6 645nm.

Чтобы проанализировать структуру боковой по-
верхности допустимой области, выберем два векто-
ра w∗m и w∗k. При этом хотя бы у одного из них
должна быть ненулевая Z компонента. Пусть n
есть нормаль к плоскости, образованной w∗m и w∗k.
Для определенности выберем направление норма-
ли, для которого nZ > 0. Возможность такого опре-
деления нормали для всех пар w∗m и w∗k легко про-
верить с помощью непосредственных вычислений.
Рассмотрим два семейства спектрограмм |s∗1〉 и
|s∗2〉, удовлетворяющих (2′):

s∗1j =

{
1, (n ·w∗j ) > 0, j 6= m, k

0, (n ·w∗j ) < 0, j 6= m, k
s∗2j = 1−s∗1j , j 6= m, k

(13)
0 6 s∗1m , s

∗1
k 6 1 0 6 s∗2m , s

∗2
k 6 1

Компоненты m и k обеих спектрограмм есть про-
извольные числа на отрезке от 0 до 1.
Спектрограммы (13) в пространстве XY Z соот-
ветствуют двум параллельным параллелограммам.
Простой анализ показывает, что все допустимые
тройки XY Z находятся в плоскостях, проходящих
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через эти два параллелограмма, или лежат меж-
ду этими плоскостями. Таким образом, паралле-
лограммы, соответствующие спектрограммам (13)
являются частью боковой поверхности допустимой
области.
Можно показать, что вся боковая поверхность со-
стоит из 5454 параллелограммов, соответствующих
2727 возможных пар w∗m и w∗k, у которых хотя бы
один из векторов имеет ненулевую Z компоненту.

4. Вычисление спектрограммы
Вначале проверяем, лежит ли “входная” тройка
XY Z внутри допустимой области. Если нет, то бе-
рём ближайшую к ней точку границы; её спектро-
грамма уже известна.
Если жеXY Z лежит внутри области, начинаем вы-
числение спектрограммы |s〉. Алгоритм вычисле-
ния использует метод наискорейшего спуска. Стар-
товав в некоторой точке внутри M -мерного гипер-
куба, мы движемся против градиента ∆ (4). Дви-
жение продолжается до тех пор, пока либо будет
найдено удовлетворительное решение, либо траек-
тория не пересечет какую-либо гиперплоскость. Ес-
ли возникает пересечение, то траектория меняется:
далее движение происходит внутри этой гиперплос-
кости (которая также есть гиперкуб меньшей раз-
мерности).
Как правило, такой итерационный процесс позво-
ляет вычислить решение. Однако иногда сходимо-
сти нет. В этом случае процесс просто повторяется
из другой стартовой точки. Наши численные экс-
перименты показали, что для большинства комби-
наций XY Z 3–5 стартов более чем достаточно. А
100 попыток всегда дают необходимый результат.
При вычислениях удобно использовать сумму пер-
вых трех слагаемых (12), которая формально дает
необходимый минимум (4), но соотношения (2) мо-
гут не выполняться:

|s∗〉 = X ·
3∑
k=1

αkX ·|ϕk〉+Y ·
3∑
k=1

αkY ·|ϕk〉+Z ·
3∑
k=1

αkZ ·|ϕk〉

Движение вдоль траектории происходит против на-
правления градиента или его проекции на соответ-
ствующее гиперпространство,

∂(|s〉 − |s∗〉)
∂t

= −Â(|s〉 − |s∗〉) (14)

Разложим (14) по базису |ϕ〉, k = 1, 2, . . . ,M

|s〉 − |s∗〉 =
∑
m

sm(t) · |ϕm〉,
∂cm
∂t

= Λmcm (15)

В случае гиперпространства с меньшей размерно-
стью (15) приобретает вид:

∂(|s〉 − |s∗〉)
∂t

= −P̂ · Â(|s〉 − |s∗〉) (16)

где P̂ – соответствующий проекционный оператор.
Вектор Â(|s〉 − |s∗〉) принадлежит подпростран-
ству, порожденному тройкой |ϕ1〉, |ϕ2〉, |ϕ3〉, поэто-
му движение происходит в подпространстве, по-
рожденном проекциями этой тройки:
P̂ · |ϕ1〉, P̂ · |ϕ2〉, P̂ · |ϕ3〉. Следовательно,

|s(t)〉 = |s(0)〉+

3∑
k=1

cm(t) · P̂ · |ϕm〉

Отсюда получаем:

∂cm
∂t = Λm

[
〈s(t)|ϕm〉 − 〈s∗|ϕm〉

]
=

= −Λm
[
〈s(0)|ϕm〉 − 〈s∗|ϕm〉

]
−

−Λm
∑3
k=1 cn(t)〈ϕn|P̂|ϕm〉

(17)

Уравнения (17) есть система трех обыкновенных
линейных дифференциальных уравнений:

∂c
∂t

= f + B̂ · c (18)

где трехмерный вектор f и 3× 3 матрица B̂ есть:

fm ≡ −Λm
[
|s(0)〉 − |s∗〉

]
, Bmn = 〈ϕm|P̂|ϕn〉.

Пусть c∗ = −B̂−1 ·f, β1, β2, β3 есть собственные зна-
чения матрицы B̂, а соответствующие нормирован-
ные собственные вектора есть q1,q2,q3. Если век-
тор c∗ не дает искомую спектрограмму с необходи-
мой точностью, тогда спуск продолжается:

∂
[
c(t)− c∗

]
∂t

= B̂ ·
[
c(t)− c∗

]
где c(t)−c∗ = p1(t) ·q1 +p2(t) ·q2 +p3(t) ·q3. Далее

3∑
m=1

∂pm
∂t

qm =

3∑
m=1

pmB̂·qm =

3∑
m=1

pmβmqm,
∂pm
∂t

= pmβm

В результате получаем:

pm(t) = pm(0) exp(βmt), c(t) = c∗
3∑

m=1

pm(0) exp(βmt)qm

Окончательно

|s(t)〉 = |s(0)〉+
∑3
m=1 cm(t) · P̂ · |ϕm〉 =

= |s(0)〉+
∑3
m=1 c

∗
m · P̂ · |ϕm〉+

+
∑3
m,n=1 pn(0) · exp(βmt)q

n
m · |P̂|ϕm〉

(19)

Далее численно определяется момент t пересечения
траектории (19) с поверхностью гиперкуба, т.е. ко-
гда одна из компонент |s(t)〉 становится равной 0
или 1. Следующая итерация стартует из точки пе-
ресечения в пространстве меньшей размерности.
Процесс продолжается то тех пор пока, либо ре-
шение не будет найдено, либо решение уравнения
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f + B̂ · c = 0 перестанет существовать, т.е. когда
размерность подпространства станет менее 3.
Если решение не получено, то повторяем процеду-
ру с другой начальной точкой, и т.д.

5. Заключение
Описанная процедура вычисления спектрограммы
отражения является устойчивой, вычисления с по-
мощью этой процедуры быстры и позволяют до-
стичь высокой точности. Вместе с тем следует от-
метить один ее недостаток: спектрограммы для
близких троек XY Z могут значительно различать-
ся. Это вызвано как неоднозначностью решения,
так и случайным выбором стартовой точки. Как
правило, этот недостаток не играет большой роли,
но в некоторых случаях его нельзя игнорировать.
В дальнейшем предполагается изменить алгоритм,

чтобы устранить этот недостаток для большей ча-
сти допустимой области.
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