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Аннотация

В статье предложен метод построения гомеоморфизма двух
замкнутых односвязных областей, представленных в виде си-
луэтов циркулярных фигур. Цель работы — построить та-
кое гомеоморфное отображение, в котором образ будет сохра-
нять содержательный смысл прообраза, в частности, сохра-
нится взаимное расположение значимых частей силуэта. Опи-
сан способ сегментации изображения на основе его циркуляр-
ного представления. Метод может быть использован для при-
ложений в компьютерной графике и для решения задач распо-
знавания изображений.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Вследствие теоремы Римана об отображениии, две односвяз-
ные замкнутые области на плоскости топологически экви-
валентны, т.е. существует непрерывное взаимно-однозначное
отображение одной области на другую, обратное к которому
также непрерывно. Теоретически такое отображение может
быть построено бесконечным числом способов. Однако для
приложений в компьютерной графике и распознавании изоб-
ражений интерес представляют далеко не все такие отображе-
ния, а лишь те из них, которые сохраняют �содержательный
смысл� прообраза. Например, подобные отображения могут
найти применение в традиционной анимации. При производ-
стве рисованного фильма художники-прорисовщики создают
только ключевые кадры, а задача отрисовки промежуточных
фаз ложится на плечи художников-фазовщиков. Этот трудо-
емкий процесс можно автоматизировать, разработав методы
построения силуэтов персонажей и предметов в промежуточ-
ных кадрах и раскраски этих силуэтов по эталонам, заданным
ключевыми кадрами. Способы автоматического создания про-
межуточных фаз анимации описаны в работах [1] и [2].

Широкими возможностями для анализа и модификации фор-
мы изображения обладает его циркулярное представление [3,
стр. 189]. Идея подхода заключается в том, чтобы для исход-
ного дискретного представления фигуры получить адекватное
непрерывное представление в виде семейства кругов с центра-
ми в точках некоторого графа, который называют осевым. Мы
будем рассматривать циркулярную фигуру как совокупность
отдельных штрихов — жирных линий [4], каждая из которых
соответствует одному из ребер осевого графа. Предложенный
в данной статье способ сегментации изображений использует
принцип, похожий на описанный в работе [5]: мы выделяем в
изображении ключевые линии и относим каждую точку изоб-
ражения к какой-либо из этих линий. Гомеоморфизм будем
строить так, чтобы для каждой точки сохранить при отображе-
нии значение некоторой функции, характеризующей близость
точки к осевому графу циркулярной фигуры.

2. СЕГМЕНТАЦИЯ ЦИРКУЛЯРНЫХ ФИГУР

Под сегментацией (декомпозицией) фигуры будем понимать
ее разбиение на конечное множество областей (сегментов).

Аналогично [6] будем разбивать фигуру на собственные об-
ласти ребер графа (только не скелетного, а осевого), в резуль-
тате получим осевую сегментацию. Для описания положения
точки в жирной будем использовать циркулярные координа-
ты [3, стр. 199]. Концевыми округлениями Ra и Rb назовем
множества точек жирной кривой, для которыx τ = 0 и τ = 1
соответственно.

Пусть циркулярная фигура состоит из n жирных линий, для
каждой из которых t ∈ [a,b]. Введем следующие обозначения:

• Fk, k = 1, . . . ,n — жирные линии;
• Pk, k = 1, . . . ,n — их оси, т.е. ребра осевого графа;
• λk(M),τk(M),θk(M),σk(M) — циркулярные координаты

точки M в k-ой жирной линии;
• IM — множество номеров тех жирных линий, которым

принадлежит точка M;
• ρk(M) — минимальное расстояние от точки M до края

дуги концевого округления слоя глубины λ (M).

Объединение всех λ -слоев жирных линий, образующих цир-
кулярный граф C, будем называть λ -силуэтом этого графа.
Очевидно, что каждая точка циркулярной фигуры является
граничной для некоторого λ -силуэта. Назовем величину λ

уровнем соответствующей точки. Значение λ характеризует
близость точки к осевому графу циркулярной фигуры и равно
минимальной глубине точки в тех жирных линиях, составля-
ющих циркулярную фигуру, которым эта точка принадлежит:
λ = min

k∈IM
λk. Мы дадим такое определение собственной обла-

сти, которое позволит сохранить уровень точки в циркулярной
фигуре при гомеоморфном отображении.

Собственной областью Sk ребра Pk (жирной линии Fk) осевого
графа T будем называть объединение множеств Ak и Bk: Sk =
(Ak

⋃
Bk), где

• Ak =

{
M ∈ Fk | τk(M) ∈ (0,1);λk(M) = min

i∈IM
λi

}
;

• Bk =

M ∈ Fk | τk(M) ∈ {0,1};ρk(M) = min
i∈IM ,

λi(M)=λk(M)

ρi(M)

.

При таком определении собственной области на границе меж-
ду двумя смежными областями Sk и Sm выполнено условие
λk = λm. Из этого следует, что для последовательностей {Ki}
и {Mi}, составленных из точек собственных областей Sk и Sm
соответственно и сходящихся к одной и той же точке границы,
соответствующие им последовательности глубин {λ i

k} и {λ i
m}

имеют равные пределы.

Пример сегментации циркулярной фигуры приведен на рис. 1.
Два скелета считают изоморфными [7], если они изоморфны
как графы и при обходе вершин сохраняется последователь-
ность висячих вершин, соответствующих друг другу в изомор-
физме графов. Применив это определение не к скелетам, а к
осевым графам, введем понятие изоморфизма осевых графов.
Заметим, что ребра осевых графов можно сделать ориентиро-
ванными таким образом, чтобы графы остались изоморфны-
ми. Графом смежности сегментации будем называть плоский
граф, вершины которого соответствуют сегментам, две верши-
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ны соединены ребром, когда соответствующие им сегменты
являются смежными в разбиении (то есть имеют общую гра-
ницу). Сегментации называют изоморфными, если изоморфны
их графы смежности. Чтобы гарантированно получить изо-
морфные сегментации из циркулярных фигур с изоморфными
осевыми графами, нужно предъявить к циркулярам дополни-
тельные требования. Если выполняются следующие условия:

• жирные линии пересекаются только в том случае, если
их осевые линии — смежные ребра;

• для любой пары различных жирных кривых Fk и Fm
Fk \Fm — связное множество, Fk ∩Fm — связное или пу-
стое множество;

• любая жирная кривая имеет участок границы, который
не пересекается ни с какой другой жирной кривой;

собственные области жирных кривых будут иметь общую гра-
ницу только тогда, когда оси этих жирных линий имеют об-
щую вершину и при обходе ребер, инцидентных этой вер-
шине, по кругу осевые линии следуют друг за другом. Ес-
ли рассматривать концевые округления висячих вершин в ка-
честве отдельных сегментов, необходимо также потребовать,
чтобы они не пересекались с другими жирными линиями.
Циркуляр, который отвечает вышеуказанным требованиям, бу-
дем называть циркуляром общего положения.

3. ГРАНИЦЫ МЕЖДУ СОБСТВЕННЫМИ ОБЛА-

СТЯМИ

Будем считать, что ребра осевого графа T циркулярной фи-
гуры C произвольным образом ориентированы. Ось P раз-
деляет собственную область S на две части. Будем называть
правой собственной областью ту часть, граница которой со-
держит часть правой огибающей жирной линии F (возможно,
всю огибающую), левой собственной областью — область, гра-
нице которой принадлежит часть левой огибающей. Важно,
что после такого подразбиения изоморфные осевые сегмента-
ции остаются изоморфными. В дальнейшем под собственной
областью ребра будем понимать его правую или левую соб-
ственную область, а не их объединение.

Разрезом будем называть общую часть границы двух смеж-
ных собственных областей. Пусть C — циркуляр общего по-
ложения. Рассмотрим жирные линии F1 = (u1(t),v1(t),r1(t))
и F2 = (u2(t),v2(t),r2(t)), имеющие общий концевой круг. Не
ограничивая общности, будем считать, что он является началь-
ным в обеих линиях. Пусть при обходе ребер, инцидентных
общей вершине осей жирных линий, по часовой стрелке оси
P1 и P2 следуют друг за другом. Это означает, что правая соб-
ственная область F1 имеет общую границу с левой собствен-
ной областью F2. Рассмотрим взаимное расположение правой
огибающей λ -слоя F1 и левой огибающей λ -слоя F2.

Уравнения правой огибающей [3, стр. 184]:
x1(t1,λ ) = u1−

λ 2u′1r′1r1

u′1
2 + v′1

2 +
λv′1r1

√
u′1

2 + v′1
2−λ 2r′1

2

u′1
2 + v′1

2 ,

y1(t1,λ ) = v1−
λ 2v′1r′1r1

u′1
2 + v′1

2 −
λu′1r1

√
u′1

2 + v′1
2−λ 2r′1

2

u′1
2 + v′1

2 .

(1)

Уравнения левой огибающей:
x2(t2,λ ) = u2−

λ 2u′2r′2r2

u′2
2 + v′2

2 −
λv′2r2

√
u′2

2 + v′2
2−λ 2r′2

2

u′2
2 + v′2

2 ,

y2(t2,λ ) = v2−
λ 2v′2r′2r2

u′2
2 + v′2

2 +
λu′2r2

√
u′2

2 + v′2
2−λ 2r′2

2

u′2
2 + v′2

2 .

(2)

Рис. 1: Разбиение фигуры на собственные области

Для того чтобы определить точку пересечения огибающих,
необходимо решить систему уравнений относительно (t1, t2):{

x1(t1,λ ) = x2(t2,λ ),
y1(t1,λ ) = y2(t2,λ ).

(3)

Если решение системы (t1, t2), t1, t2 ∈ [0,1] существует и един-
ственно при всех λ ∈ [0,1], то функции t1 = t1(λ ), t2 = t2(λ )
непрерывно дифференцируемы, поскольку непрерывно диф-
ференцируемы функции u′1,v

′
1,r
′
1,u
′
2,v
′
2,r
′
2, и разрез задается

уравнениями {
x(λ ) = x1(t1(λ ),λ ),
y(λ ) = y1(t1(λ ),λ ).

(4)

Такой разрез будем называть разрезом 1-го типа.

Если система имеет решение только при λ = 0, то границы
λ -слоев жирных линий имеют общую часть концевой дуги.
Согласно определению собственной области, разрезу принад-
лежит точка дуги, равноудаленная от ее концов, т.е. разделяю-
щая дугу пополам. Угловая величина α(λ ) общей дуги явля-
ется непрерывно дифференцируемой функцией на интервале
[0,1], следовательно, функции x(λ ) и y(λ ), задающие разрез,
также непрерывно дифференцируемы. Разрезы, состоящие из
центральных точек общих концевых дуг, будем называть раз-
резами 2-го типа.

Для терминального ребра, ориентированного к висячей вер-
шине (от висячей вершины), разрез между собственной обла-
стью и концевым округлением задается уравнением t = 1 (t =
0) и также имеет одну и только одну точку уровня λ ,λ ∈ [0,1].

4. РАСЧЕТ ГОМЕОМОРФИЗМА

4.1 Нормализованные координаты

Верхним разрезом собственной области будем называть раз-
рез, которому принадлежит конечная точка оси, соответствен-
но, нижним разрезом — разрез, содержащий начальную точку
оси. Линией λ -уровня собственной области будем называть ле-
жащую в собственной области кривую, заданную уравнением
λ = const.

Если собственная область содержит часть концевого округле-
ния, поставим в соответствие каждой точке концевого округ-
ления пару чисел (t,λ ), где

• λ — соответствующая циркулярная координата;
• для точек верхнего концевого округления t > 1, нижнего

концевого округления t 6 0;
• значения (x′(t,λ ))2 +(y′(t,λ ))2 на дугах вида λ = λ0, t >

1(t 6 0) постоянны;

• значения частных производных ∂x(t,λ )
∂ t ,

∂y(t,λ )
∂ t на концах

дуг совпадают с соответствующими значениями на кон-
цах огибающих 1–2.
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Теперь мы можем задать верхний и нижний разрезы (как 1-го,
так и 2-го типа) функциями t = g(λ ), t = h(λ )∈C1[0,1] и полу-
чить взаимно однозначное соответствие между точками соб-
ственной области и множеством {λ ∈ [0,1], t ∈ [g(λ ),h(λ )]}.
Отметим, что функции x(t,λ ) и y(t,λ ) непрерывно дифферен-
цируемы всюду в собственной области.

Наконец, приведем все координаты к единому диапазону.
Определим относительное положение точки с координатами
(t0,λ0) на линии λ -уровня:

µ(t0,λ0) =

t0∫
g(λ0)

√
(x′(τ,λ0))2 +(y′(τ,λ0))2)dτ

h(λ0)∫
g(λ0)

√
(x′(τ,λ0))2 +(y′(τ,λ0))2)dτ

. (5)

Пару чисел (µ,λ ),µ,λ ∈ [0,1], будем называть нормализован-
ными координатами точки в собственной области. Таким об-
разом, мы получили взаимно-однозначное соответствие между
точками собственной области и множеством [0,1]× [0,1]. На-
пример, точка M на рис. 2 имеет нормализованные координаты
(0,7;0,6).
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Рис. 2: Координатная сетка собственной области

Нормализованными координатами точки концевого округле-
ния будем называть пару чисел (θ ,λ ),θ ,λ ∈ [0,1], имеющих
те же значения, что и циркулярные координаты этой точки в
жирной линии.

4.2 Доказательство гомеоморфности отображе-

ния

Утверждение 1. Отображение f : S → [0,1]× [0,1], которое
ставит в соответствие точке собственной области ее норма-
лизованные координаты, является гладким гомеоморфизмом.
Доказательство. Взаимная однозначность отображения оче-
видна, покажем его гладкость. Отображения (t,λ )→ (µ,λ ) и
(µ,λ )→ (t,λ ) — гладкие. Отображение (t,λ )→ (x,y) также
гладкое, и векторы касательных к кривым вида t = t0 и λ = λ0
нигде в собственной области не коллинеарны. По теореме о
разрешимости сиcтемы функциональных уравнений [8, стр.
609] всюду в собственной области определено гладкое отоб-
ражение (x,y) → (t,λ ). Тогда отображения (µ,λ ) → (x,y) и
(x,y)→ (µ,λ ) будут гладкими как суперпозиции гладких отоб-
ражений.

Утверждение 2. Отображение f : Ra → Rb одного концево-
го округления на другое с сохранением нормализованных ко-
ординат является гладким гомеоморфизмом. Доказательство.
Это следует из того, что угловая величина дуги концевого
округления α(λ ) ∈C1[0,1] (в точке λ = 0 доопределим функ-
цию по непрерывности), и одно концевое округление получа-
ется из другого равномерным растяжением его дуг.

Утверждение 3. Пусть C1 и C2 — циркуляры общего положе-

ния с изоморфными осевыми графами и силуэтами D1 и D2.
Отображение Q : D1→D2, которое ставит в соответствие точке
прообраза точку соответствующей в изоморфизме сегмента-
ций собственной области с теми же нормализованными коор-
динатами, является гомеоморфизмом. Доказательство. Отоб-
ражение между двумя собственными областями и двумя кон-
цевыми округлениями является гомеоморфным. Осталось рас-
смотреть последовательности точек {Mn}, сходящиеся к точке
разреза. Если существует не менее трех собственных обла-
стей, содержащих бесконечное число точек последовательно-
сти, то последовательность сходится к вершине v осевого гра-
фа T1, deg(v) > 3, и все подпоследовательности образов схо-
дятся к соответствующей ей в изоморфизме вершине v′ осево-
го графа T2. Теперь рассмотрим случай, когда таких областей
ровно две. Очевидно, что все предельные точки последова-
тельности {Q(Mn)} принадлежат одному и тому же разрезу.
Так как последовательность уровней точек сходится, и отоб-
ражение сохраняет значение уровня, то все предельные точки
{Q(Mn)} имеют уровень, равный предельному, а для каждого
разреза такая точка существует и единственна. Таким образом,
последовательность {Q(Mn)} имеет только одну предельную
точку, и отображение является непрерывным. Для доказатель-
ства непрерывности обратного отображения, можно заметить,
что если Q′ — отображение D2 на D1, построенное по тому же
принципу, то отображение Q′ ◦Q — тождественное.

4.3 Алгоритм расчета гомеоморфизма

Для того чтобы определить координаты (x,y) образа точки M,
необходимо выполнить следующую последовательность ша-
гов:

1. Определить множество жирных линий, содержащих точ-
ку M.

2. Определить λ -координаты точки в этих жирных линиях.
3. Выбрать жирную линию с наименьшим значением λ . Ес-

ли таких линий несколько,

• для точки, принадлежащей концевым округлениям,
следует выбрать линию с минимальным расстояни-
ем от точки до края огибающей λ -слоя;

• для точки, не принадлежащей концевым округлени-
ям, можно выбрать любую из жирных линий, по-
скольку точка принадлежит разрезу.

4. Определить сторону собственной области:

• для точки из множества A сторона определяется
циркулярной координатой σ ;

• для точки из множества B — стороной огибающей,
расстояние до края которой минимально.

5. Найти концы A и B линии λ -уровня — точки (t1(λ ),λ ) и
(t2(λ ),λ ), принадлежащие разрезам.

6. Вычислить нормализованную координату µ =
l(AM)
l(AB) .

7. Найти аналогичные концы линии λ -уровня в собствен-
ной области образа — точки A′ и B′.

8. Определить координату t точки с тем же значением µ .
9. Если t > 1 или t < 0, вычислить циркулярную координату

θ .
10. Используя циркулярные координаты, определить положе-

ние точки на плоскости.

5. ПРИМЕР ПРОСТОГО ШАРНИРА

Простым шарниром назовем циркулярную фигуру, состоя-
щую из двух жирных кривых Безье [4] первого порядка. Так
как огибающие частей шарнира являются отрезками прямых,
уравнения в системе 3 — линейные, и выражения для разреза
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1-го типа можно получить в явном виде. Пусть

F1 = (u1(t),v1(t),r1(t)),F2 = (u2(t),v2(t),r2(t)),

ui = u0 +ait,vi = v0 +bit,ri = r0 + cit, i = 1,2.
Обозначим l2

1 = a2
1 +b2

1, l
2
2 = a2

2 +b2
2. Тогда система, задающая

точки разреза, примет вид:

a1t1−
λ 2a1c1(r0 + c1t1)

l2
1

±
λb1(r0 + c1t1)

√
l2
1 −λ 2c12

l2
1

=

= a2t2−
λ 2a2c2(r0 + c2t2)

l2
2

∓
λb2(r0 + c2t1)

√
l2
2 −λ 2c22

l2
2

,

b1t1−
λ 2b1c1(r0 + c1t1)

l2
1

∓
λa1(r0 + c1t1)

√
l2
1 −λ 2c12

l2
1

=

= b2t2−
λ 2b2c2(r0 + c2t2)

l2
2

±
λa2(r0 + c2t2)

√
l2
2 −λ 2c22

l2
2

.

(6)

Эталонная раскраска простых шарниров с различными комби-
нациями типов разрезов показана на рис. 3–4.

Рис. 3: Простые шарниры с разрезами разных типов

Рис. 4: Простые шарниры с разрезами одного типа

Простой шарнир можно использовать в качестве элементар-
ного �строительного блока� при приближении формы фигуры
простыми многоугольниками. При этом можно снять ограни-
чение на гладкость осей и аппроксимировать их ломаными.
Тогда линиями λ -уровня собственной области будут не грани-
цы λ -слоев, а границы λ -силуэтов. Другой возможный под-
ход — использовать составные жирные кривые Безье с кри-
выми 1-й степени на концах. Для таких кривых поиск точки
разреза сводится к решению системы линейных уравнений,
как и в случае простого шарнира.

Наконец, можно развить предложенную в [9] идею ворпиро-
вания и строить контейнер в виде такой композиции простых
жирных линий, которая бы полностью включала в себя преоб-
разуемый объект. Пример преобразования растрового образа
через аппроксимацию простым шарниром представлен на рис.
5–6.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенный в статье метод решает проблему неоднознач-
ности, возникающую при преобразовании сложной компози-
ции, составленной из нескольких пересекающихся жирных
линий и существенно расширяет класс топологических преоб-
разований над растровыми изображениями. Однако коррект-
ная работа метода возможна лишь в том случае, если рассмат-
риваемые системы нелинейных уравнений имеют одно и толь-
ко одно решение. Кроме того, поиск решения таких систем и

Рис. 5: Аппроксимация образа простым шарниром

Рис. 6: Контейнерное преобразование растрового образа

необходимые преобразования координат требуют значитель-
ных вычислительных затрат. Эффективная программная реа-
лизация может открыть методу широкие перспективы для при-
менения в компьютерной графике и решения задач распозна-
вания.
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