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Аннотация 
Представленная работа закладывает основу для интеграции 
двух подходов к восстановлению трехмерных сцен: стерео-
алгоритмов и алгоритмов, основанных на факторизации мат-
риц. Демонстрируется аналитический вывод оценок погреш-
ностей вычисления эпиполярной геометрии на основе резуль-
татов восстановления алгоритмами факторизации.  
Ключевые слова: Эпиполярная геометрия, погрешности, 
восстановление трехмерных сцен, метод факторизации. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Существует большое количество различных алгоритмов и 
подходов к задаче восстановления трехмерных сцен по набо-
ру цифровых изображений. Эти подходы требуют различных 
исходных данных, базируются на различных физических 
принципах и математических методах и имеют различные 
диапазоны применимости. К примеру, восстановление трех-
мерной сцены стерео алгоритмами [1, 2] способно восстано-
вить трехмерный образ практически для всех точек исходно-
го изображения, однако требует точной информации о поло-
жении и ориентации камер. Алгоритмы, основанные на 
факторизации матриц [3, 4], не требуют априорных 
данных о параметрах съемки или форме сцены, но ну-
ждаются в большом количестве кадров (не менее ~10) 
и в выделении на них всех набора так называемых ха-
рактеристических отметок, что является отдельной за-
дачей, изучаемой и решаемой в области компьютерно-
го зрения [5]. Тем не менее, эти алгоритмы, восстанав-
ливают трехмерные координаты характеристических 
отметок и камер, ориентацию камер в пространстве, а 
также оценку точности результата [4]. Восстановленная 
сцена представляется в виде набора точек, количество 
которых, как правило, недостаточно, чтобы адекватно 
отобразить форму объекта. 
Представляется разумным интегрировать эти подходы. 
Алгоритмы, основанные на факторизации матриц спо-
собны предоставить информацию с известной точно-
стью о параметрах съемки, а также трехмерные коор-
динаты некоторых точек сцены для работы стерео ал-
горитмов, дающих плотное восстановление (для каж-
дого пикселя изображения). 

2. ЭПИПОЛЯРНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

Применение проективной геометрии в случае стерео задачи 
(рис. 1) дает эпиполярную геометрию [6]. Точка трехмерного 
объекта и два центра проецирования (точки, в которых рас-
пложены камеры) формируют эпиполярную плоскость. Пере-
сечения этой плоскости с плоскостями изображений есть 
эпиполярные прямые (ЭП). Линия, соединяющая центры про-
ецирования пересекает плоскости изображения в сопряжен-
ных точках, которые называются эпиполюсами. 
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Рис. 1. Эпиполярная геометрия 

Основным результатом эпиполярной геометрии является 
линейное соотношение между проекциями точки P  на 
плоскости первого и второго изображений )1,,( vux =r  и 

)1,','(' vux =
r

 соответственно: 

0'=xxT rr F  (1) 

Компоненты фундаментальной матрицы F  (ФМ) выражают-
ся следующим образом [7]: 

( ) ncmadcdamn rrtteF ''
rr

−= , 3..1, =nm , (2) 

где cdae  - единичный антисимметричный тензор третьего 

ранга, ', tt
rr

 - координаты центров проецирования, ncma rr ',  
- компоненты матриц ориентации первой и второй камер 
соответственно. Матрицы ориентации задаются как правые 
тройки ортонормированных векторов: 

( )Tkji
rrr

,,=R , ( )Tkji ',',''
rrr

=R ,  

Выражение (2), как указывалось в [4], есть смешанное произ-
ведение вектора трансляции ( )tt

rr
−'  и строк матриц ориента-

ции. 
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3. ФУНДАМЕНТАЛЬНАЯ МАТРИЦА И РЕЗУЛЬ-
ТАТ ФАКТОРИЗАЦИИ 

В результате работы алгоритма факторизации в некоторой 
системе координат восстанавливаются параметры съемки и 
их погрешность. Выберем два наиболее удаленных друг от 
друга кадра, характеризующиеся положениями камер t

r
 и 

't
r

, ориентациями ( )Tkji
rrr

=R  и ( )Tkji ''''
rrr

=R , и 

фокусными расстояниями g  и 'g , и получим стерео пару. 
Здесь и далее используются обозначения, введенные в [4].  
Рассмотрим подробнее, что представляет собой ФМ, полу-
ченная в результате восстановления алгоритмами факториза-

ции. Вектора k
r

 и 'k
r

 направлены на объект [4]. Как прави-
ло, при восстановлении сцены алгоритмами факторизации 
эти вектора направлены на центр масс восстанавливаемого 
массива точек, т.к. для работы этих алгоритмов необходимо, 
чтобы все характеристические точки были видны на всех 
изображениях. В этот же центр масс помещают и начало ко-
ординат. В этом случае, вектор, определяющий положение 
камеры, может быть представлен в виде: 

kzt
rr

−= ,  ''' kzt
rr

−= , (3) 

где z  и 'z  - расстояния от центра масс сцены до камер. 
Используя (3), можно расписать выражение для каждой ком-
поненты ФМ (2) и, упростив, получить: 
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(4) 

4. ПОГРЕШНОСТИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 

Результаты восстановления параметров съемки всегда содер-
жат погрешность. В случае восстановления алгоритмами 
факторизации, среднеквадратичные величины погрешностей 
восстановления могут быть оценены как на основе априор-
ных данных о параметрах съемки и сцены, так и апостериор-
но, в ходе выполнения алгоритмов. Предложенная в [4] мето-
дика оценки погрешностей позволяет определить средне-
квадратичные относительную погрешность восстановления 
расстояния до камер zε  и погрешность восстановления век-

торов ориентации Rε , которая есть, по сути, угол, на кото-
рый восстановленная тройка векторов повернута относитель-
но идеальной. 
Рассмотрим скалярное произведение одного из векторов ори-
ентации первой камеры на один из векторов ориентации вто-
рой, например ( )', ij

rr
=ζ . При наличии погрешности, вели-

чина угла между этими векторами будет возмущена. Полагая, 
что это возмущение имеет тот же порядок, что и среднеквад-
ратичная погрешность восстановления этих векторов, т.е. 

Rε , выразим приращение ζ : 

( ) ( ) ( )20000 ',1',', ijijij R

rr
m

rrrr
−=−=Δ εζ  (5) 

Оценивая приращение (5) сверху, заменим его более простым 
выражением  

Rεζ ≤Δ  (6) 

Аналогичные соотношения можно получить и для других 
скалярных произведений, входящих в выражение (4). 
Перейдем к построению погрешности ФМ. Запишем диффе-
ренциалы для каждой компоненты ФМ (4), на примере 11F : 
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Приближая дифференциалы приращениями, получим: 
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Заменяя относительную погрешность расстояния до камер 
среднеквадратичной погрешностью zε , и оценивая сверху 
погрешности скалярных произведений согласно выражению 
(6) среднеквадратичной погрешностью Rε , получим: 

( )zzFF Rz ++≤Δ '1111 εε  (7) 

Производя аналогичные операции над всеми компонентами 
ФМ, получим окончательно в матричном виде: 

ΦFF Rz εε +=Δ  (8) 

Компоненты матрицыΦ  - есть множители при Rε : 
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5. ПОГРЕШНОСТИ ЭПИПОЛЯРНОЙ ПРЯМОЙ 

Рассмотрим погрешности восстановления эпиполярных пря-
мых (ЭП). Уравнения ЭП будем задавать в общем виде: 

0'=xAr
r

 или 0'' 321 =++ AvAuA , (10) 

который легко привести к нормальному виду с помощью 
нормировки. В этом случае погрешность нормированного 
коэффициента 3A  будет погрешностью определения рас-
стояния от начала координат до ЭП, а погрешности осталь-
ных коэффициентов – погрешностями угла между осями ко-
ординат и ЭП. Из (1) коэффициенты уравнения ЭП есть: 

FxA rr
= ,     т.е.    ( )xFA ii

rr
,=  (11) 

Векторами iF
r

, 3..1=i  будем обозначать столбцы ФМ. Из 
(11) построим приращение коэффициентов ЭП, считая, что 
xr  не варьируется. 

FΔ=Δ xA rr
,     т.е.    ( )xFA ii

rr
,Δ=Δ  (12) 
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Из (12) следует, что погрешность зависит от положения от-
метки на кадре, но нас будет интересовать среднеквадратич-
ная ошибка для всего изображения в целом: 

( )∑ Δ=Δ
p pii xF

P
A

2
,1~ rr

 (13) 

Пусть отметки на изображении распределены случайным 
образом и известна нормированная функция распределения 
( )vu,υ . Тогда можно перейти от суммы к интегралу: 

( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

Δ=Δ dvduvuxFA ii ,,~ 22 υrr
 (14) 

Предположим для простоты, что отметки распределены слу-
чайно-равномерно по всему изображению. Тогда в результате 
вычисления интеграла (14) получим: 
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6. РЕЗУЛЬТАТЫ АНАЛИЗА 

Проверка полученных оценок проводилась методами числен-
ного моделирования. Использовалась описанная в [4] модель 
«Точки», представляющая собой случайный набор точек, 
равномерно распределенных внутри эллипсоида. 
Проверка полученных оценок строилась по следующей схе-
ме: 

1. Построение трехмерной модели в среде MatLab, вы-
числение ее изображений с привнесением погреш-
ности оцифровки, вычисление эталонной ФМ для 
пары наиболее удаленных друг от друга кадров 

2. Восстановление трехмерного образа модели алго-
ритмами факторизации [3] программой на С++ и 
вычисление ФМ для выбранной ранее пары кадров. 

3. Вычисление ЭП по эталонной ФМ и восстановлен-
ной. Сравнение полученных практических погреш-
ностей с теоретическими оценками (8), (15).  

Ниже приведены графики зависимостей погрешности угла 
наклона ЭП и расстояния до начала координат от отношения 
τ  максимальной из полуосей эллипсоида (16) к расстоянию 
до него и от угла между главными осями камер стереопары 
α . Остальные параметры модели те же, что и в [4].  

На рис. 2-3 приведены результаты сравнения теоретических 
оценок и практических погрешностей восстановления ЭП. 
Маркерам «1», «2» соответствуют среднеквадратичные по-
грешности угла и расстояния, полученные в результате срав-
нения исходной модели и восстановленного в перспективной 
проекции образа. Сплошной «3» и штрихпунктирной линии 
«4» соответствуют оценки погрешностей (8), (15) угла и рас-
стояния соответственно. Погрешность угла измеряется в ра-
дианах, погрешность расстояния – как отношение погрешно-
сти в пикселях к количеству пикселей в строке изображения. 
На вспомогательных графиках рис. 2-3 приведено отношение 
теоретических оценок погрешностей к практическим по-
грешностям. Линия «1» соответствует оценке погрешности 
угла наклона, линия «2» - оценке погрешности расстояния до 
начала координат. Оценки оказываются завышенными при-

мерно в 2 раза, что соответствует результатам проверки оце-
нок погрешностей в [4]. Точность оценки при малых углах 
между камерами несколько ухудшается из-за использования 
оценки сверху (6) вместо более точного выражения (5). Тем 
не менее, точность оказывается вполне приемлемой. 

 
Рис. 2. Зависимость погрешности восстановления ЭП от  

параметра τ  

 
Рис. 3. Зависимость погрешности восстановления ЭП от угла 

между камерами α  

7. РЕАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ 

Результаты восстановления алгоритмами факторизации ис-
пользовались также для восстановления эпиполярной геомет-
рии реальной сцены (рис. 4). Характеристические отметки на 
последовательности цифровых изображений выбирались 
вручную (эти отметки обозначены крестиками). В результате 
восстановления итерационным алгоритмом, основанным на 
факторизации [3], были выбраны два наиболее удаленных 
друг от друга кадра, для этой пары вычислялась ФМ и ЭП. 
Чтобы не загромождать рисунок, на рис. 4 изображены всего 
несколько ЭП, их диапазон погрешности, вычисленный в 
ходе восстановления трехмерной сцены, показан тонкими 
линиями. Кружками обозначены точки, для которых эти ЭП 
строились. Рис. 4 демонстрирует хорошую точность восста-
новленной эпиполярной геометрии. 
Рассматриваемые изображения имели разрешение 2048 x 
1536 пикселей, погрешность восстановления ориентации и 
положения камер алгоритмом [3] составляла согласно апо-
стериорным оценкам [4]: 2102 −×≈Rε  и 3104 −×≈zε . 
Следовательно, согласно (8), (15) погрешность угла наклона 
ЭП не превышает 2109,2 −×  радиана, а погрешность расстоя-
ния между ЭП и началом координат ограничена пятнадцатью 
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пикселями. Большая часть погрешности обусловлена неточ-
ностью ручной разметки. 

 
Рис. 4. Эпиполярные линии, построенные на основе парамет-

ров съемки, восстановленных алгоритмом ИПП 

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В представленной работе дан анализ погрешностей вычисле-
ния эпиполярной геометрии на основе результатов восста-
новления трехмерной сцены итерационным алгоритмом в 
перспективной проекции, основанным на факторизации мат-
риц [3]. Получены аналитические оценки точности восста-
новления эпиполярной геометрии (8), (15), которая в даль-
нейшем может быть использована стерео алгоритмами [1, 2].  
Проверка аналитических оценок погрешностей проводилась 
на модельных данных и показала хорошую точность. Оценки 
получаются завышенными примерно в 2 раза, что является 
вполне приемлемой точностью для оценок погрешности. Ви-
зуальная оценка качества результата проводилась как на мо-
дельных, так и на реальных сценах (рис. 4) и подтвердила 
хорошую точность восстановления в обоих случаях. 
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Abstract 
The paper lays the groundwork for the integration of the 3D 
recovery methods such as stereo and factorization algorithms. The 
latter is used for the 3D motion recovery and hence for the 
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