
Приложение А

Многомасштабный анализ и

вейвлет-преобразования

А.1 Ортогональный многомасштабный анализ

Ортогональным многомасштабным анализом в L2(R) называется последовательность за-

мкнутых подпространств V (i) ⊂ L2(R), i ∈ Z, таких что:

1. V (i) ⊂ V (i+1), i ∈ Z.

2.
⋃
i∈Z V (i) плотно в L2(R).

3.
⋂
i∈Z V (i) = ∅.

4. v(x) ∈ V (i) ⇐⇒ v(2x) ∈ V (i+1), i ∈ Z.

5. v(x) ∈ V (0) ⇐⇒ v(x− j) ∈ V (0), j ∈ Z.

6. ∃ ϕ(x) ∈ V (0), ∫∞−∞ ϕ(x) dx 6= 0: последовательность {ϕ(x− j)}j∈Z является ор-
тонормированным базисом (ОНБ) в V (0). Элемент ϕ(x) называется порождающей

скейлинг-функцией.

Непосредственно из определения вытекают следующие свойства:

1. ∃ hk ∈ R, k ∈ K, K ⊂ Z:

ϕ(x) =
√
2
∑
k∈K
hk ϕ(2x− k). (А.1)
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Это выражение называется масштабным соотношением (или масштабным уравне-

нием) для скейлинг-функций.

2. ∀ i ∈ Z последовательность
{
ϕ
(i)
j (x)

}
j∈Z, где ϕ

(i)
j (x) =

√
2i ϕ(2ix − j), является ОНБ

в пространстве V (i). Функции ϕ(i)j (x) называются скейлинг-функциями.

3. Если ϕ(x) ∈ L1(R), и ∫+∞−∞ ϕ(x) dx = 1, то с точностью до значений на множестве

меры нуль эта функция единственным образом определяется масштабным соотно-

шением (А.1), т.е. набором значений {hk}k∈K1.

Для каждой пары подпространств V (i) ⊂ V (i+1), i ∈ Z, многомасштабного анализа
должно существовать подпространство W (i), такое что

V (i) ⊥W (i),

V (i+1) = V (i) ⊕W (i).

Такие подпространства можно назвать уточняющими или детализирующими в том

смысле, что они содержат уточняющую информацию, необходимую для перехода от уровня

разрешения i к уровню i+ 1. Справедливо следующее:

+∞⊕
i=−∞

W (i) = L2(R).

Если существует элемент ψ(x) ∈ W (0) такой, что последовательность {ψ(x− j)}j∈Z
является ортонормированным базисом в W (0), то этот элемент называется порождающим

вейвлетом.

Если ψ(x) ∈ W (0) — порождающий вейвлет, то набор функций
{
ψ
(i)
j (x)

}
i, j∈Z, где

ψ
(i)
j (x) =

√
2iψ(2ix − j), образует ортонормированный базис в L2(R). Функции из этого

набора называются вейвлетами. Детализирующие подпространства W (i), i ∈ Z, принято
также называть вейвлет-пространствами.

Очевидно, что порождающий вейвлет ψ(x) является элементом пространства V (1). Сле-

довательно, найдутся такие числа gl ∈ R, l ∈ L, L ⊂ Z, что

ψ(x) =
√
2
∑
l∈L
gl ϕ(2x− k). (А.2)

1как известно, значения на множестве меры нуль не влияют на результат интегрирования, поэтому

такая точность определения функций является достаточной.
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Это соотношение является масштабным соотношением для вейвлетов. В отличие от со-

отношения (А.1), оно не является уравнением.

Таким образом, порождающий вейвлет ψ(x) с точностью до значений на множестве ме-

ры нуль определяется коэффициентами {gl}l∈L, если определена порождающая скейлинг-
функция ϕ(x), а она, в свою очередь, определяется коэффициентами {hk}k∈K соотноше-

ния (А.1). Следовательно, система скейлинг-функций и вейвлетов может быть полностью

определена двумя наборами коэффициентов {hk}k∈K и {gl}l∈L.
Замечание. Всегда можно считать, что K = Z и L = Z, т.е. коэффициенты в наборах

определены для любого целого индекса. Если это не так, то наборы доопределяются на

всем множестве целых индексов нулевыми элементами.

Так как набор функций
{
ψ
(i)
j (x)

}
i,j∈Z является ортонормированным базисом в L2(R),

то любую функцию f(x) ∈ L2(R) можно единственным образом представить в виде раз-
ложения

f(x) ∼
+∞∑
i=−∞

+∞∑
j=−∞

w
(i)
j ψ

(i)
j (x), (А.3)

где

w
(i)
j =

〈
f(•)

∣∣∣ ψ(i)j (•)〉 , ψ(i)j (x) = √2iψ(2ix− j), i, j ∈ Z. (А.4)

Набор вейвлет-коэффициентов, полученных по формулам (А.4) называется диадным

или дискретным ортогональным вейвлет-преобразованием сигнала f(x). Формула (А.3)

определяет обратное диадное ортогональное вейвлет-преобразование.

Значения w(i)j , i, j ∈ Z, называются детализирующими коэффициентами или вейвлет-
коэффициентами.

Заметим, что для любого i0 ∈ Z
i0−1⊕
i=−∞

W (i) = V (i0),

следовательно,

L2(R) =
+∞⊕
i=−∞

W (i) = V (i0) ⊕
+∞⊕
i=i0

W (i).

В пространстве V (i0) существует базис скейлинг-функций, следовательно, набор функ-

ций {
ϕ
(i0)
j (x), ψ

(i)
j (x)

}
i,j∈Z, i≥i0
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также является ортонормированным базисом в L2(R) (будем называть такой базис ком-

бинированным). Тогда справедливо следующее представление:

f(x) ∼
+∞∑
j=−∞

v
(i0)
j ϕ

(i0)
j (x) +

+∞∑
i=i0

+∞∑
j=−∞

w
(i)
j ψ

(i)
j (x), i0 ∈ Z, (А.5)

где

v
(i0)
j =

〈
f(•)

∣∣∣ ϕ(i0)j (•)〉 , ϕ(i0)j (x) = √2i0ϕ(2i0x− j), i0, j ∈ Z.
Представление (А.5) можно рассматривать, как разложение сигнала f(x) на две про-

екции — проекцию на пространство V (i0) (первое слагаемое формулы), и проекцию на

ортогональное дополнение V (i0) до L2(R) (второе слагаемое). Структура пространств та-

кова, что проекция сигнала на первое пространство является огрубленным (или, пользуясь

терминологией анализа Фурье, низкочастотным) представлением этого сигнала, а на вто-

рое — высокочастотным, т.е. содержащим уточняющую (детализирующую) информацию

о сигнале, потерянную при проецировании на пространство V (i0). Очевидно, что чем выше

значение i0, тем больше информации, содержащейся во втором слагаемом формулы (А.5),

«перетекает» в первое.

Проекцию сигнала на пространство V (i0) будем называть представлением (или прибли-

жением) сигнала с разрешением i0. Кроме собственно проекции, так можно называть и на-

бор коэффициентов {v(i0)j }j∈Z разложения этой проекции по базисным скейлинг- функциям,
т.к. при фиксированном базисе скейлинг-функций коэффициенты однозначно определяют

такое приближение.

Далее воспользуемся для краткости следующими обозначениями для последовательно-

стей подпространств и функций:

V ≡
{
V (i)
}
i∈Z ; W ≡

{
W (i)

}
i∈Z ;

Φ ≡
{
ϕ
(i)
j (x)

}
i,j∈Z ; Φ

(i) ≡
{
ϕ
(i)
j (x)

}
j∈Z , i ∈ Z;

Ψ ≡
{
ϕ
(i)
j (x)

}
i,j∈Z ; Ψ

(i) ≡
{
ψ
(i)
j (x)

}
j∈Z , ∈ Z.

Пример. Порождающие скейлинг-функции и вейвлет ортогонального преобразования

Хаара имеют вид:

ϕH(x) =


1, x ∈ [0, 1)

0, x /∈ [0, 1)
, ψH(x) =



1, x ∈ [0, 1/2)

−1, x ∈ [1/2, 1)

0, x /∈ [0, 1)

, (А.6)
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коэффициенты соответствующих масштабных соотношений:

h0 =
1√
2
, h1 =

1√
2
, g0 =

1√
2
, g1 = − 1√

2
.

.

А.2 Неортогональный многомасштабный анализ

Требование ортогональности вейвлет-базиса на практике оказывается достаточно силь-

ным ограничением, и его приходися ослаблять.

В определении многомасштабного анализа (п. А.1) требование ортогональности систе-

мы базисных скейлинг-функций Φ(0) = {ϕ(x−j)}j∈Z подпространства V (0) можно ослабить
и потребовать, чтобы система являлась базисом Рисса2.

Как следствие, базис скейлинг-функций Φ(i) в любом подпространстве V (i), i ∈ Z, так-
же будет базисом Рисса. Любое подпространство V (i+1), i ∈ Z, представимо в виде объеди-
нения подпространств V (i) иW (i), но они не обязаны быть ортогональными друг другу. Из

этого, в частности, следует, что по многомасштабному анализу V соответствующая по-

следовательность детализирующих подпространствW может определяться неоднозначно.

Базисы вейвлетовΨ(i) в детализирующих подпространствахW (i), i ∈ Z, также должны
быть базисами Рисса.

Рассмотрим два неортогональных многомасштабных анализа V и Ṽ, а также два со-

ответствующих набора детализирующих подпространствW и W̃, таких что:

Ṽ (0) ⊥ W (0), V (0) ⊥ W̃ (0),

а базисные функцииΦ(0) иΨ(0) пространств V (0) иW (0) составляют биортогональные пары

с базисными функциями Φ̃(0) и Ψ̃(0) пространств Ṽ (0) и W̃ (0) соответственно. Заметим, что

если это требования выполнены для уровня разрешения 0, то они будут выполнены и для

любого другого разрешения i ∈ Z.
При таких условиях вейвлет-базисы Ψ и Ψ̃ пространства L2(R) образуют биортого-

нальную пару. (Это же утверждение справедливо и для комбинированных базисов, со-

2Последовательность {yj} в гильбертовом пространстве является базисом Рисса, если любой элемент
y этого пространства может быть представлен единственным образом в виде разложения y =

∑
j αjyj , и

существуют константы 0 < A ≤ B, такие что A‖y‖2 ≤ ∑j |αj |2 ≤ B‖y‖2. Очевидно, что для ортонорми-
рованного базиса A = B = 1 и неравенство превращается в равенство Парсеваля.
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ставленный из скейлинг-функций произвольного уровня разрешения i0 и всех вейвлетов

разрешения, не меньшего, чем i0).

Выпишем формулы биортогонального диадного вейвлет-преобразования.

Прямое преобразование:

w
(i)
j =

〈
f(•)

∣∣∣ ψ̃(i)j (•)〉 , i, j ∈ Z. (А.7)

Обратное преобразование:

f(x) ∼
+∞∑
i=−∞

+∞∑
j=−∞

w
(i)
j ψ

(i)
j (x) (А.8)

(совпадает с формулой (А.3) для ортогонального случая).

Ортогональное преобразование является частным случаем биортогонального. Действи-

тельно, ортонормированный базис биортогонален самому себе и формула (А.7) для такого

базиса превращаются в уже известную формулу (А.4).

Так же как и для ортогонального случая, возможно разложение сигнала по комбини-

рованному базису, т.е. для любого уровня разрешения i0 ∈ Z формуле (А.8) эквивалентно
следующее представление (аналогично (А.5)):

f(x) ∼
+∞∑
j=−∞

v
(i0)
j ϕ

(i0)
j (x) +

+∞∑
i=i0

+∞∑
j=−∞

w
(i)
j ψ

(i)
j (x), i0 ∈ Z, (А.9)

где

v
(i0)
j =

〈
f(•)

∣∣∣ ϕ̃(i0)j (•)〉 , i0, j ∈ Z.

А.3 Вычисление вейвлет-преобразований

Вычислять коэфициенты вейвлет-преобразований по формулам (А.4) или (А.7) неудобно,

поскольку операция скалярного произведения достаточно трудоемка.

Избежать таких вычислений помогут соотношения для коэффициентов при базисных

функциях соседних уровней разрешения:

v
(i)
j =

+∞∑
k=−∞

v
(i+1)
2j+k h̃k,

w
(i)
j =

+∞∑
l=−∞

v
(i+1)
2j+l g̃l, (А.10)

i, j ∈ Z,
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v
(i+1)
j =

+∞∑
k=−∞

(
v
(i)
k hj−2k + w

(i)
k gj−2k

)
, i, j ∈ Z, (А.11)

где {h̃k}, {g̃k}, {hk} и {gk} являются коэффициентами масштабных соотношений для функ-
ций ϕ̃(x), ψ̃(x), ϕ(x) и ψ(x) соответственно (вывод формул см. в [9, 38]).

Таким образом, если известно представление сигнала с некотоым разрешением i1, то по

формулам (А.10) можно получить представление сигнала с любым разрешением, меньшим

i1, а по формуле (А.11) восстановить исходное представление.

В качестве начального представления с разрешением i1 берется некоторым образом

оцифрованный (дискретезированный) сигнал (получение такой оцифровки не является

предметом рассмотрения настоящей работы).

Если же сигнал изначально дискретный (s = {sj}j∈Z), то можно считать, что он сам и
является собственным представлением с разрешением i1, то есть v

(i1)
j = sj , j ∈ Z.

Остается заметить, что приведенные в гл. 1 формулы прямого и обратного вейвлет-

преобразований (1.3) и (1.4) являются несколько иной формой записи формул (А.10)

и (А.11), а используемые в них фильтры состоят из коэффициентов соответствующих

масштабных соотношений, а именно:

h̃ = {h̃−k}, g̃ = {g̃−k};
h = {hk}, g = {gk}

(для фильтров анализа коэффициенты берутся в обратном порядке).

А.4 Двумерные преобразования

Простейшим примером многомерных преобразований является «естественное» расшире-

ние одномерного случая на случай большей размерности. Функциями такого преобразо-

вания являются тензорные произведения одномерных функций по размерности преобра-

зования. Так для двумерного случая получается четыре порождающих функции — одна

скейлинг-функция

ϕϕ(x, y) = ϕ(x)ϕ(y) (А.12)

и три вейвлета

ϕψ(x, y) = ϕ(x)ψ(y),
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ψϕ(x, y) = ψ(x)ϕ(y), (А.13)

ψψ(x, y) = ψ(x)ψ(y).

(для наглядности мы будем придерживаться несколько нестандартных двухбуквенных

обозначений, что, во-первых, позволит избежать введения новых символов, а, во-вторых,

отражает структуру данного вида преобразований).

Все остальные функции определяются соотношением:

Ω
(i)
j,k(x, y) = 2

iΩ(2ix− j, 2iy − k), i, j ∈ Z, (А.14)

где символ Ω заменяется на ϕϕ, ϕψ, ψϕ или ψψ.

Если система, порожденная функциями (А.13), является ортонормированным базисом в

L2(R
2) (для чего необходимо и достаточно, чтобы система, порожденная функциями ϕ(x)

и ψ(x) являлась ортонормированным базисом в L2(R)), то прямое вейвлет-преобразование

сигнала f(x, y) ∈ L2(R2) будет вычисляться по формуле:

vw
(i)
j,k =

〈
f(•)

∣∣∣ ϕψ(i)j,k(•)〉 ;
wv
(i)
j,k =

〈
f(•)

∣∣∣ ψϕ(i)j,k(•)〉 ; (А.15)

ww
(i)
j,k =

〈
f(•)

∣∣∣ ψψ(i)j,k(•)〉 ;
i, j, k ∈ Z,

а обратное:

f(x, y) ∼
+∞∑
i=−∞

+∞∑
j=−∞

+∞∑
k=−∞

(
vw
(i)
j,k ϕψ

(i)
j,k(x, y) + wv

(i)
j,k ψϕ

(i)
j,k(x, y) + ww

(i)
j,k ψψ

(i)
j,k(x, y)

)
. (А.16)

Если же одномерный базис не ортогонален и имеет биортогональную пару, порожден-

ную функциями ϕ̃(x) и ψ̃(x), то соответствующие двумерные базисы, полученные с помо-

щью тензорного произведения также будут биортогональны. Обобщить формулы (А.15)

и (А.16) на биортогональный случай не составляет труда.

В двумерном случае также возможно разложение сигнала по комбинированному бази-

су (т.е. базису, содержащему скейлинг-функции ϕϕ(i0)j,k (x, y), j, k ∈ Z, некоторого уровня
разрешения i0 ∈ Z):

f(x, y) ∼
+∞∑
j=−∞

+∞∑
k=−∞

vv
(i0)
j,k ϕϕ

(i0)
j,k (x, y) +

+
+∞∑
i=i0

+∞∑
j=−∞

+∞∑
k=−∞

(
vw
(i)
j,k ϕψ

(i)
j,k(x, y) + wv

(i)
j,k ψϕ

(i)
j,k(x, y) + ww

(i)
j,k ψψ

(i)
j,k(x, y)

)
,

(А.17)
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где (в ортогональном случае):

vv
(i0)
j,k =

〈
f(•)

∣∣∣ ϕϕ(i0)j,k (•)〉 ,
j, k ∈ Z.

Вычисление коэффициентов двумерного преобразования не требует вывода новых фор-

мул, т.к. сводится к композиции шагов одномерных преобразований (гл. 1, п. 1.4)

А.5 Нормализация вейвлет-базисов

Часто в приложениях требуется разложение сигналов не по нормированному базису, а по

базису функций, имеющих, например, одинаковые максимальные и минимальные значе-

ния (условно назовем такой базис ненормализованным). В таком случае из масштабных

соотношений следует убрать нормирующий множитель
√
2, что повлечет за собой изме-

нение коэффициентов этих соотношений (и, следовательно, фильтров). Так, в случае нор-

мализованного базиса сумма коэффициентов НЧ фильтров (и синтеза, и анализа) должна

быть равна
√
2, а в ненормализованным — 1 для НЧ анализа и 2 для НЧ синтеза. Любой

вейвлет-базис можно либо нормализовывать, либо нет.

Фильтры преобразования Хаара, приведенные в гл. 1, а также фильтры B-сплайнового

преобразования (гл. 3) соответствуют ненормализованному случаю, фильтры преобразо-

вания D4 (гл. 1) — нормализованному.

Подробнее о нормализации преобразований см. [9].
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