Сплайны

В нашей жизни мы часто встречаемся с проблемами интерполяции. Интерполяцию можно производить с разной степенью точности: с помощью отрезков (так называемая линейная интерполяция), с помощью парабол, кубических парабол и др. Реально используется случай кубического многочлена, так как при многочленах больших степеней возникают  трудности, связанные с волнистостью кривой.  

1)Случай трех точек.

Пусть известны три точки: b0, b1 и b2.
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bij строятся в зависимости от заданного отношения (на рис. t ~ 1/3):

b01(t) = (1-t)*b0 + t*b1
b11(t) = (1-t)*b1 + t*b2
b02(t) = (1-t)*b01(t) + t*b11(t), или
b02(t) = (1-t)2*b0+2*t*(1-t)*b1 + t2*b2
b0, b02(t), b2, t-действительное, задают параболу b2(t), причем при 0<=t<=1,

b2(t)-парабола, вписанная в угол, то есть при 0<=t<=1 b2(t)-внутри треугольника

    b0b1b2, b2(0) = b0, b2(1) = b2.

Соотношение (ratio):

{b0b01/b01b1}=ratio(b0,b01,b1) =  ratio(b01,b02,b11) = t/(1-t). 

Кривые Безье

Пусть заданы точки: b0,b1,…,bn из E3 и t -действительный параметр. Тогда кривая Безье bn задается точками b0n(t), где


bir(t)  =  (1-t) * bir-1(t) + t * bi+1r-1(t),причем
r=1,…,n; i=1,…n-r; bi0(t)=bi
2)Случай четырех точек.

Пусть заданы четыре точки: b0, b1, b2 и b3.



В зависимости от параметра t (на рисунке t ~ 1/3), выбираем точки b01, b11 и b21. В аналогичном соотношении делим b01b11 и b11b21 и вписываем кривую.

При кусочно-линейной аппроксимации используем параметризацию:

x=x(t)

y=y(t)      кривая Q(t)=(x(t),y(t),z(t)).

z=z(t)

Нужно построить аппроксимацию x(t),y(t),z(t):


x(t) = ax*t3 + bx*t2 + cx*t + dx

y(t) = ay*t3 + by*t2 + cy*t + dy

0<=t<=1



z(t) = az*t3 + bz*t2 + cz*t + dz

Выделим вектор

 
T=(t3,t2,t,1),

определим матрицу C как




ax   bx   cx


С=
ay   by   cy


az   bz   cz
Тогда кривую Q(t) можно представить в виде:


Q(t) = T*C = T*M*G, 

где C = M*G; M - матрица весовых коэффициентов, G - геометрический вектор-столбец, определяющий ограничения.

Кривые Эрмита.

Заданы две точки: P1 и P4, касательные вектора в этих точках: R1 и R4.


P1,P2,R1,R2 определяют гладкую кривую (рис.)




  P1
GHx =
  P4                         x(t) = ax*t3 + bx*t2 + cx*t+dx = T*Cx = T*MH*GHx

  R1

  R4

Зная значения x(t), x`(t) при t=0,1 мы можем найти матрицу весовых коэффициентов для многочлена Эрмита MH.

x(0) = P1x  =  (0,0,0,1)*MH*GHx
x(1) = P4x  =  (1,1,1,1)*MH*GHx
x`(0) = R1x = (0,0,1,0)*MH*GHx 

x`(1) = R4x = (3,2,1,0)*MH*GHx



P1

      0 0 0 1




2 -2  1  1

P4
= GHx =     1 1 1 1      *MH*GHx
           MH =   -3  3 -2 -1

R1

      0 0 1 0




0  0  1  0

R4

      3 2 1 0




1  0  0  0

Таким образом 

Q(t) = T*MH*GH = (2*t3-3*t2+1)*P1+(-2*t+3t2)*P4+(t3-2t2+t)*R1+(t3-t2)*R4

Далее, если задано не две, а n точек, то последовательность действий такова:

Cтроим кусок полинома для заданных P1,P4,R1,R4, потом приравниваем P5=P4 (если при этом R4 и R5 совпадают по величине и направлению, то обеспечивается непрерывность второй производной) и строим следующую часть, и так далее.

Преобразования

В компьютерной графике часто применяются различные геометрические преобразования : вращение, сжатие, параллельный перенос и др. С помощью них, однократно описав топологию   объекта, мы можем получить много различных его экземпляров.

 Обычно принято разделять преобразования первого рода (собственные движения, сохраняющие ориентацию углов) и преобразования второго рода (зеркальные движения, меняющие ее). К первым относят параллельный перенос, поворот, гомотетию и др. , ко вторым - симметрии (относительно точки, прямой, окружности).

Математически эти преобразования описываются матрицами преобразований.

Преобразования можно классифицировать также следующим образом :

· Изометрия (сохраняет расстояния)

(композиция поворотов и параллельных переносов)

· Преобразования подобия (сохранение углов)

(масштабирование)

· Аффинные преобразования (сохранение параллелизма)

(скашивание)

· Линейные преобразования (прямые переходят в прямые) 

· Нелинейные преобразования


Рассмотрим более подробно некоторые из этих преобразований.

I. Переносы (Translations)

Параллельный перенос есть перемещение каждой точки в одном и том же направлении на фиксированное расстояние. Преобразование параллельного переноса задается следующими формулами :




xнов  =  x  +  tx



yнов  =  y  +  ty



zнов =  z  +  tz
Вектор с координатами (tx,ty,tz) называется вектором переноса. Ясно, что это преобразование первого рода, не содержащее неподвижных точек, если вектор переноса ненулевой.
[image: image9.png]



II.  Масштабирование (Scaling)

Иногда преобразование масштабирования записывают следующим образом :


Sx  0  0

S =      0   Sy  0             ,  x  =  x*Sx,  y  = y*Sy


            0   0   1

Преобразование подобия есть преобразование плоскости, при котором расстояния изменяются в некоторое фиксированное число раз (k). Следовательно, частными случаями подобия являются гомотетия (H0k) и движение (k=1). Преобразования подобия образуют группу. Из курса математики известна следующая теорема : любое преобразование подобия есть движение и гомотетия. Композиция гомотетии и поворота с тем же центром называется спиральным подобием, а композиция осевой симметрии и гомотетии - зеркальным подобием, т.о. любое подобие с неподвижной точкой есть спиральное подобие.

III.  Поворот относительно начала координат (Rotation)

Поворот - это преобразование плоскости, при котором расстояние от центра поворота до точки сохраняется и каждая точка повернута на определенный ориентированный угол, т.е. движение с единственной неподвижной точкой.

Матрица поворота :




cos(()   -sin(()  0



R =      sin(()    cos(()  0




   0            0      1    

описывает поворот в плоскости xOy вокруг оси Oz. Ясно, что для поворота вокруг Ox и Oz матрицы могут быть построены аналогичным образом. Поворот относительно некоторой другой точки может быть представлен в виде композиции двух параллельных переносов и одного «стандартного» поворота.
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Матрица композиции нескольких преобразований может быть получена путем перемножения матриц, соответствующих этим преобразованиям, справа налево.  Любое движение плоскости 

а) может быть представлено в виде не более чем трех симметрий

б) является либо скользящей симметрией, либо поворотом, либо параллельным переносом.

Причем движения первого рода представляются четным числом симметрий, а зеркальные движения - нечетным.


Приведем некоторые примеры :

Задача : записать последовательность преобразований, переводящую фигуру А в фигуру B.
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