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В работе описано применение новой формулы нахождения приближенного расстояния отточки до алгебраиче-
ского многообразия в геометрическом подходе к подбору кривых и реконструкции поверхностей с помощью неявных
алгебраических многообразий. Приведен краткий обзор особенностей методов подбора неявных алгебраических
многообразий. Для иллюстрации возможностей новой формулы нахождения приближенного расстояния приведе-
ны изоконтуры точного расстояния, расстояния Самсона и оригинальной формулы. Предложен четырехшаговый
алгоритм подбора неявных алгебраических многообразий, использующий один из алгебраических методов подбо-
ра на начальном шаге, оригинальную формулу нахождения расстояния для вычисления геометрического критерия
качества приближения и оптимизационный метод для обновления значения вектора коэффициентов подбираемо-
го многообразия. Кратко охарактеризованы первые результаты работы преложенного алгоритма на тестовых
данных. В заключении описаны требующие решения задачи и направления для продолжения исследований.
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The application of a new approximate point-to-algebraic manifold distance formula is suggested to the geometric
approach to curve fitting and surface reconstruction using implicit polynomial manifolds. A brief overview of the fitting
methods features for implicit algebraic manifolds is given. To illustrate the possibilities of a new approximate point-to-
manifold distance formula, the equidistant curves of the exact distance, Samson’s distance and the present formula are given.
A four-step algorithm for implicit algebraic manifold fitting is proposed, using one of the algebraic fitting methods at the
initial step, the present approximate formula for the distance finding to calculate the geometric criterion of approximation
quality and an optimization method for updating the value of the vector of coefficients of the manifold. The first results of
the proposed algorithm on test data are briefly characterized. In conclusion, the tasks and directions for further research
are described.
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1. Введение

Задачи подбора кривых и реконструкции поверх-
ностей занимают особое место в исследованиях в об-
ластях компьютерной графики, моделирования и ком-
пьютерного зрения. Для построения моделей прихо-
дится иметь дело с наборами данных, полученных со
сканирующих в 2D или в 3D устройств, фото и ви-
део аппаратуры. Часто исходные данные для модели-
рования представлены в виде конечного множества то-
чек, и улучшение методов подбора кривой или поверх-
ности, наилучшим образом описывающей это множе-
ство, не теряет актуальности, несмотря на значитель-
ное количество исследований в этой области (напри-
мер, [1, 2, 6]).

Одним из удобных, компактных способов представ-
ления кривой или поверхности являются неявные ал-
гебраические уравнения. Такой способ представления
обладает рядом преимуществ над альтернативами (сет-
ками,B−сплайнами и др.), поскольку не требует пара-
метризации и предварительной информации о распре-

делении точек в заданном множестве. Подбору неяв-
ных алгебраических многообразий, наилучшим обра-
зом приближающих заданное множество точек, посвя-
щен ряд исследований (например, [4, 7, 8]). Вкладом
настоящей работы можно считать первое применение
оригинальной формулы нахождения приближенного
расстояния от точки до алгебраического многообразия
[15] в рамках существующего геометрического подхо-
да к подбору неявных алгебраических многообразий.
Улучшение алгоритмов определения оптимальной сте-
пени многообразия, модификация известных методов
подбора или создание новых методов являются пред-
метом дальнейших исследований и в данной работе не
рассматриваются.

2. Неявные алгебраические многообразия и
методы подбора

Пусть задано некоторое множество точек

P = {pi}, pi ∈ Rn, i = 1, N, n ∈ {2, 3}. (1)



Требуется получить аппроксимирующее представле-
ние этого множества точек в виде неявной кривой или
поверхности, которые можно задать в виде множества
нулей некоторой полиномиальной функции f(x). В
трехмерном случае для поверхностей искомое неявное
алгебраическое многообразие степени ℓможет быть за-
писано в векторном виде

fa(x) = m(x)T a,
где x = (x, y, z),

m(x) = (1, x, y, z, x2, . . . , zℓ)T – вектор моно-
мов; в дальнейшем процессе подбора компоненты это-
го вектора зависят только от координат точек из задан-
ного множества (1),

a = (a000, a100, a010, a001, a200, . . . , a00ℓ)
T – век-

тор коэффициентов алгебраического многообразия; ос-
новной задачей процесса подбора является нахожде-
ние вектора a⋆, наилучшим образом описывающего за-
данное множество (1).

Далее следует определить критерий качества под-
бора для определения меры близости множества

Zf = {x ∈ Rn|f(x) = 0}
к заданному множеству (1) (то есть, зафиксировать, что
мы понимаем под словами ”описывает наилучшим об-
разом”)

Distance(P,Zf )

и, минимизируя значение этого критерия, найти вектор
коэффициентов a⋆.

Существующие методы подбора можно разделить
на алгебраические и геометрические; считается, что
преимуществом первых является точность подбора,
вторых – скорость работы. Алгебраические методы в
качестве минимизируемого критерия качества исполь-
зуют так называемое алгебраическое расстояние

Distance(P,Zf ) =

N∑
i=1

f2
a(pi).

Широко известным и часто применяемым алгебра-
ическим методом подбора является 3L-алгоритм [3].

В геометрических методах подбора минимизируе-
мый критерий записывают, используя расстояние от
точки до поверхности

Distance(P,Zf ) =

N∑
i=1

d2(pi, qi),

где qi – точка на поверхности fa(x) = 0, ближайшая к
точке pi.

Для записи минимизируемого критерия необходи-
мо иметь некоторое начальное многообразие fa(x), по-
этому первое значение вектора a обычно получают
применением одного из алгебраических методов. Да-
лее процесс подбора состоит из двух шагов – определе-
ния ближайших точек на поверхности, а затем улучше-
ния значения вектора a коэффициентов многообразия.

Нахождение расстояния от точки до кривой или по-
верхности можно проводить в двух разных идеоло-
гиях – решать нелинейные системы, определяя орто-
гональные проекции точек на рассматриваемое мно-
гообразие (например, [1]), или использовать различ-

ные приближения расстояния (например, [8, 10]). Да-
лее для нахождения следующего значения вектора a
могут быть использованы различные оптимизацион-
ные методы, в частности, алгоритмЛевенберга –Марк-
вардта (Levenberg –Marquardt Algorithm, LMA) [5].

Остается открытым вопрос выбора степени ℓ неяв-
ного алгебраического многообразия. Часто это зна-
чение предопределено характером множества (1). На
практике чаще используют четные значения ℓ, и этот
факт имеет простое объяснение [12] – многообразия
нечетных степеней задают неограниченные множе-
ства, а исходные наборы данных всегда конечны. Наи-
более используемыми являются значения ℓ от 2 до 10
в силу того, что большие значения степени требуют
определения значительного количества коэффициен-
тов (например, для ℓ = 14 в 2D неявное алгебраическое
многообразие имеет 120 неизвестных коэффициентов,
а в 3D – 680). Однако, существуют методы автоматиче-
ского подбора наилучшего значения ℓ, например, [7].

3. Нахождение приближенного расстояния от
точки до алгебраического многообразия

Получение простых в применении формул и надеж-
ных для широкого класса задач и эффективных с точки
зрения потребляемых вычислительных ресурсов алго-
ритмов нахождения приближенного расстояния явля-
ется востребованной задачей несмотря на возрастаю-
щие возможности использования вычислительной тех-
ники и развитие технологий распределенных и парал-
лельных вычислений. Одной из актуальных подзадач в
множестве задач подбора наилучших аппроксимирую-
щих кривых и поверхностей является подбор эллипсов
(ellipse fitting problem). В работе [16] был предложен
точный метод определения расстояния между объек-
тами как наименьшего положительного корня так на-
зываемого уравнения расстояния (distance equation). В
частности, этот метод подходит для задачи определе-
ния расстояния от точки до эллипса в R2 или эллип-
соида в R3. Преимуществом такого подхода является
то, что точное значение расстояния можно определить,
не находя ближайшую точку на поверхности. Однако,
метод имеет и недостатки – препятствием для прак-
тического использования оказывается неявное пред-
ставление найденного расстояния, а также необходи-
мость проведения затратных символьных вычислений
(нахождение дискриминанта полинома). В работе [14]
удалось найти явное, аналитическое представление для
приближенного значения расстояния от точки до эл-
липса или эллипсоида, используя разложение корня
уравнения расстояния в степенной ряд. В статье пред-
ставлены детальные объяснения и полные доказатель-
ства, определены области, в которых найденные фор-
мулы неприменимы, а также описаны границы по-
грешности формул.

Применение предложенного подхода не ограничи-
вается только квадриками, в работе [13] сформулиро-
ван метод построения уравнения расстояния для ал-
гебраических многообразий, а в работе [15] представ-



лена новая явная формула нахождения приближенного
расстояния от точки до алгебраического многообразия,
применение которой к задаче подбора неявных алгеб-
раическихмногообразий и является новшеством насто-
ящего исследования.

Основной идеей нелинейных геометрических ме-
тодов подбора неявных алгебраических многооб-
разий является использование расстояния Самсона
(Sampson’s distance) [9] в качестве приближения перво-
го порядка для точного значения расстояния от точки
до кривой или поверхности [10, 11]:

Distance(x, Zf ) ≈
|f(x)|

∥∇f(x)∥ . (2)

Существуют обобщения такого метода определе-
ния критерия качества подбора (например, [7, 8]), од-
нако, новая формула [15] по сути не просто обобщение
расстояния Самсона, а приближение для точного зна-
чения расстояния более высокого порядка:

Distance(x, Zf ) ≈ (3)
|f(x)|

||∇f(x)|| ·
(
1 +

∇fT (x) · H(f(x)) · ∇f(x)
2∥∇f(x)∥4 f(x)

)
,

здесь f(x) – дважды дифференцируемая вещественная
функция,

∇f(x) – градиент,
H(f(x)) – матрица Гессе функции f(x).
Заметим, что формула (3) позволяет находить рас-

стояния от точки x не только до алгебраических мно-
гообразий, но и до неалгебраических кривых и поверх-
ностей, хотя в этом случае мы не можем построить со-
ответствующее уравнение расстояния.

Рис. 1. Точное расстояние.

Для иллюстрации возможностей формулы (3) на
рис. 1–3 приведены изоконтуры (кривые, находящие-
ся на фиксированном расстоянии от исходной кривой)
множества {(x, y) : 8x2+(y2−4)2−32 = 0}, взятого из

работы [8]. В каждом случае для сравнения представ-
лены изоконтуры на удалении 1/4, 1/2, 3/4 и 1 от ис-
ходного множества, изображенного на каждом рисун-
ке красным. На рис. 4 представлено наложение изокон-
туров точного расстояния, приближенного расстояния
Самсона (2) и приближенного расстояния по форму-
ле (3) на удалении 1 от исходного множества. Неста-
бильность изоконтуров при удалении от границы мно-
жества на рисунке 3 предположительно возникает по
причине наличия особой точки внутри замкнутой кри-
вой.

Рис. 2. Приближенное расстояние Самсона (2).

Рис. 3. Приближенное расстояние по формуле (3).



Рис. 4. Наложение изоконтуров с расстоянием 1.

4. Применение формулы нахождения прибли-
женного расстояния в задаче подбора неяв-
ных алгебраических многообразий

Подбор неявных алгебраических многообразий для
аппроксимации множества (1) с помощью формулы (3)
нахождения приближенного расстояния был осуществ-
лен по следующей схеме:
1. Формируем начальное значение вектора a, приме-

няя 3L-алгоритм.
2. Находим расстояния от точек множества (1) до

текущего неявного алгебраического многообразия
fa(x), используя формулу (3).

3. Вычисляем значение критерия качества
Distance(P,Zf ) как сумму квадратов расстояний,
найденных на предыдущем шаге.

4. Если не достигнуты желаемая точность подбора и
предельное число итераций, обновляем значение
вектора a, используя метод LMA, и возвращаемся к
шагу 2.
В качестве первых тестовых данных были взя-

ты несколько 3D наборов из базы AIM@SHAPE. Для
примера на рисунке 5 приведено построенное алгеб-
раическое многообразие 6 степени для набора точек
Knot.mat. Текущая накопленная информация о резуль-
татах подбора не позволяет сделать заявление об од-
нозначном преимуществе использования новойформу-
лы для всех рассмотренных множеств, однако можно с
уверенностью говорить о том, что для большого коли-
чества точек в наборе, а именно, более 1000, подбор с
использованием новой формулы (3) дает хороший ре-
зультат, и минимизируемое значение суммы квадратов
расстояний от точек заданного множества до построен-
ной поверхности часто оказывается наименьшим среди
рассмотренных методов подбора. Для небольших на-
боров точек предложенный метод ожидаемо проигры-

вает по минимизируемому критерию суммы расстоя-
ний методам алгебраического подбора. Сравнение ско-
рости работы методов для достижения сопоставимой
точности приближения является одной из будущих за-
дач.

Рис. 5. Пример построенного алгебраического
многообразия.

5. Заключение

В работе представлено краткое описание процес-
са подбора неявных алгебраических многообразий для
представления точечного множества данных в виде
кривых или поверхностей. Приведена явная формула
нахождения приближенного расстояния от точки до ал-
гебраического многообразия, даны графические иллю-
страции в виде изоконтуров. Описан метод примене-
ния формулы (3) в задаче подбора неявных алгебраи-
ческих многообразий, охарактеризованы первые полу-
ченные практические результаты.

Предметом дальнейшего исследования является
сравнение по ряду критериев качества подбора с при-
менением новой формулы с другими известными мето-
дами и выработка рекомендаций по использованию но-
вой формулы, например, при наличии дополнительной
информации о структуре заданного множества данных.
Представление аппроксимируемого множества в ви-
де неявного алгебраического многообразия позволяет
легко определять положение точек исходного множе-
ства (1) относительно границы поверхности fa(x) = 0
(”вовне” или ”внутри”). Сравнение рис. 2 и рис. 3 на-
талкивает на идею использования обеих формул (2) и
(3) на втором шаге предложенного в п. 4 подхода к под-
бору алгебраического многообразия, в зависимости от
места нахождения точек множества (1), что несомнен-
но позволит использовать сильные стороны обеих фор-
мул нахождения приближенного расстояния и в общем



итоге приведет к улучшению качества подбора неяв-
ных алгебраических многообразий.
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